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Resumen 
En este trabajo se implementa y valida una formulación bidimensional de un modelo 
constitutivo de daño isótropo con tracción y compresión diferenciada para el concreto 
simple.   

La respuesta no lineal de los sólidos es una manifestación física macroscópica de 
cambios irreversibles en la microestructura.  La mecánica de daño continuo es una 
herramienta para analizar los efectos del deterioro del material sometido a acción mecánica 
o térmica.  En el caso del concreto, donde el fisuramiento es un fenómeno dominante de su 
comportamiento, se puede representar mediante un modelo de daño de tracción y 
compresión diferenciado (Oliver, Cervera et al. 1990) capaz de constituir  datos muy 
aproximados a la realidad. 

Dicho modelo ha sido implementado en esta investigación en un programa de elementos 
finitos con análisis bidimensional considerando la no linealidad del material.  Este modelo 
puede representar diferentes estados de esfuerzos en el concreto simple como tensión-
tensión, compresión-compresión y tensión-compresión. 

Los resultados de la simulación numérica se compararon con datos de ensayos 
experimentales documentados y con datos analíticos.  La reciprocidad obtenida entre los 
resultados obtenidos con el modelo y los experimentales  se considera satisfactoria. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Abstract 
The aim of this work is implement and validate a bidimensional constitutive model for 
isotropic damage using a differential threshold in tension and compression for unreinforced 
concrete. 

The nonlinear response of solids is a macroscopic physical manifestation of 
microstructure irreversible changes.  The continuum damage mechanics is a tool for 
analyzing the effects of deterioration of the material under mechanical or thermal action.  In 
the case of concrete, where the cracking is a dominant behavior process, this can be 
represented by an isotropic damage model with different response in tension and in 
compression (Oliver, Cervera et al. 1990). This model represents, very accurately, the 
concrete actual behavior. 

This constitutive model has been implemented in a finite element routine using 
bidimensional analysis and considering the nonlinear response of the material.  It is able of 
representing different states of stresses for unreinforced concrete such as tension-tension, 
compression-compression and tension-compression. 

The numerical simulation results were compared with documented experimental test 
data and analytical data.  Reciprocity between the results obtained with the model and 
experimental test is satisfactory. 

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

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Capítulo 1                                                                                                                                                                
Introducción 
1.1. Antecedentes 
El estudio del  comportamiento de los materiales tuvo su comienzo en el siglo XVII con 
Robert Hooke quien por medio de su documento “ut tensio sic vis” fundamentó la teoría de 
la Elasticidad Lineal, base para todos los futuros modelos constitutivos. Su postulado con-
sistió en la caracterización del comportamiento de resortes en los cuales las deformaciones 
se incrementaban proporcionalmente con las fuerzas aplicadas y en donde su propuesta 
original tenía en cuenta la geometría de los especímenes.  Luego en el siglo XVIII Thomas 
Young logró expresar tal proporcionalidad entre los esfuerzos actuantes en la sección y las 
deformaciones generadas, dicha constante se conoce con el nombre de Módulo de Young o 
Módulo de Elasticidad E, que para el caso unidimensional es un escalar. 
 
Posteriormente se vio la necesidad de salir del esquema unidimensional para poder ana-
lizar configuraciones espaciales, dicho aporte fue realizado por Augustin Cauchy, el cual 
definió el estado triaxial de esfuerzos por medio de tres vectores tracción actuantes en las 
seis caras del cubo diferencial de esfuerzos.  De la misma manera que se definió el estado 
tensorial de esfuerzos se definió el estado tensorial de deformaciones, siendo sus compo-
nentes simétricas según el axioma de L. Boltzmann  bajo un esquema cinemático de defor-
maciones infinitesimales. (Persisco 2008) 
 
Luego de haber desarrollado los comienzos de la Elasticidad Lineal se dio forma al con-
cepto de modelo constitutivo como una formulación matemática capaz de describir el fun-
cionamiento físico macroscópico de un “sólido ideal” que resulta luego de aplicar hipótesis 
simplificativas sobre un “sólido real”. De aquí que la formulación de los modelos constitu-
tivos sólo represente una “realidad condicionada” por ciertas hipótesis simplificativas y por 
lo tanto su utilización debe realizarse consecuentemente con ellas.  Debido a esto es que 
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existen actualmente innumerables modelos constitutivos y se siguen desarrollando muchos 
más, cuyo objetivo es proporcionar una formulación única suficiente y acorde con el pro-
blema que se quiere resolver, ya que no es trivial obtener una formulación única que permi-
ta alcanzar la solución general para “todos los problemas”. 
 
Posterior al desarrollo de la Elasticidad Lineal y con ayuda de experimentación observa-
ron que varios de los materiales de uso diario en ingeniería no se regían por una condición 
lineal y que por el contrario sus deformaciones podían alcanzar valores no admisibles.  Esto 
junto con la propagación de fisuras conduciría a analizar otros fenómenos como la mecáni-
ca del daño continuo varios siglos después. 
 
La mecánica del daño es el estudio, a través de variables mecánicas, el deterioro de los 
materiales cuando son sometidos a cargas.  En la microescala el daño es la acumulación de 
microesfuerzos en la vecindad de interfaces y la ruptura de la adherencia, por lo tanto el 
daño del material.  En la mesoescala es el crecimiento y unión de microfisuras o microcavi-
dades que en conjunto inician una macrofisura.  Las dos escalas pueden ser estudiadas por 
medio de variables de daño en el marco del medio continuo (Kachanov 1958). 
 
En general, los avances en cuanto a los modelos de daño son recientes.  La teoría del 
daño continuo fue presentada por primera vez por Kachanov en el año 1958 en el contexto 
de problemas relacionados por la fluencia, posteriormente fue aceptada como una alternati-
va válida para simular el comportamiento de diversos materiales.  Kachanov ha introducido 
el concepto de esfuerzos efectivos con el objetivo de simular la ruptura aplicado a fenóme-
nos viscosos.  Siguiendo los trabajos de Kachanov, investigadores en diferentes campos han 
aplicado la mecánica del daño continuo a materiales frágiles (Krajcinovic y Fonesca 1981), 
(Lee 1998) y a materiales dúctiles (Lemaitre 1984-1986). 
 
 Las propuesta de Lubliner en 1990 sobre el análisis de endurecimiento y ablandamiento 
no-lineal para modelos constitutivos de plasticidad y daño, la forma general de la descrip-
ción de las variables internas propuestas por Halphen & Nguyen (1975), las características 
microestructurales de los materiales planteadas por Kröner (1963) y los efectos de tamaño y 
de gradiente realizados por Bazant & Planas (1997) que junto con el desarrollo del análisis 
computacional inelástico fundamentada por Simo (1987) han marcado el desarrollo de los 
modelos constitutivos. 
 
En contraste con la Mecánica de la Fractura, que considera el proceso de iniciación y 
crecimiento de macrofisuras como un proceso discontinuo, la Mecánica del Daño continuo 
utiliza variables continuas relacionadas con la densidad de estos microfisuras difusas para 
describir el deterioro del material.  La mecánica del daño continuo ha alcanzado actualmen-
te niveles que permiten su aplicación a problemas prácticos de ingeniería.    
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1.2. Motivación 
Este proyecto de investigación busca representar el comportamiento de estructuras de con-
creto simple mediante un análisis no lineal con elementos finitos considerando un modelo 
constitutivo de daño isotrópico.  Para lograr este objetivo se propuso inicialmente, construir 
un programa de elementos finitos de análisis no lineal, en el que se implemente un modelo 
unidimensional de daño aplicado a armaduras planas. En los capítulos siguientes se extien-
de la formulación a un modelo bidimensional de daño implementado en elementos triangu-
lares y cuadrilaterales lineales.  La motivación se describe en esta primera etapa. 
 
La mecánica del medio continuo abarca tanto sólidos como fluidos.  Dentro de este tra-
bajo se analiza únicamente la rama que estudia el continuo de los cuerpos sólidos.  Es den-
tro de este contexto que se formulan leyes de conservación, de equilibrio y de compatibili-
dad de deformaciones, las cuales permiten resolver el problema mecánico.  Tienen también 
lugar en este contexto los modelos constitutivos, los cuales hacen referencia al comporta-
miento del material propiamente dicho (Figura 1.1). 
 
 
 
 
Figura 1.1. Esquema de la respuesta estructural y el modelo constitutivo de una barra sometida a fuerza 
axial 
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1.2.1. Modelo constitutivo de daño uniaxial 
A continuación se presenta el modelo constitutivo de daño uniaxial, suponiendo un com-
portamiento exclusivamente axial.  Dado un elemento finito sometido a tracción tal como 
se indica en la Figura 1.2a, cuyo comportamiento del material se puede representar con un 
modelo de daño unidimensional (Figura 1.2.b). 
 
 
 
Figura 1.2. Modelo de daño uniaxial a) Elemento finito sometido a tracción, b) Relación constitutiva. 
 
El desplazamiento en el elemento finito está dado por: 
 
   

       (1.1) 
 
En donde   es el vector de desplazamientos nodales y   es la matriz de funciones de 
forma cuyas componentes para el elemento finito de la Figura 1.2a son: 
 
 
  
  

  

 
 
 
  
  

  

 
(1.2) 
 
La deformación en el elemento se obtiene de la aplicación del operador diferencial so-
bre el desplazamiento como: 
 
 

 





        (1.3) 
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En donde       es la matriz de operadores diferenciales actuando sobre las 
funciones de forma.  El esfuerzo efectivo del material se obtiene de la forma: 
 
   (1.4) 
 
Tal que la matriz constitutiva elástica   se define como    , siendo  el módulo 
de Young.  La norma de deformaciones se define de la forma: 
 
 
       
 
   


  
(1.5) 
 
Para la caracterización del endurecimiento se supone un endurecimiento lineal tal que: 
 
              
 (1.6) 
 
donde, 
 
   

          
 
y 
 
 


 
(1.7) 
 
Siendo  la variable interna de daño tipo deformación,  la variable interna de daño ti-
po deformación inicial,  es la variable interna de daño tipo esfuerzo,  es el parámetro de 
endurecimiento y  el esfuerzo último del rango elástico. 
 
La ecuación constitutiva se determina según sea el rango de carga: 
 
 Si   , nos encontramos en régimen elástico, régimen de descarga o ré-
gimen de carga neutra, por tanto: 
 
18                                                               Modelación Numérica del Concreto Simple con Elementos Finitos 
Usando un Modelo Constitutivo de Daño 
 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
      (1.8) 
 


 (1.9) 
 


 (1.10) 
 
 Si   , nos encontramos en un régimen de carga: 
 
      (1.11) 
 


 (1.12) 
 


 
  


  (1.13) 
1.2.2. Metodología de análisis no lineal 
El procedimiento no lineal usado consiste en analizar el comportamiento de la estructura 
como si fuera lineal en pequeños incrementos de carga o de desplazamiento.  En este caso 
la fuente de la no linealidad entre las cargas y los desplazamientos asociados, radica en el 
comportamiento del material, el cual está regido por un modelo constitutivo de daño. 
 
A demás de la discretización espacial determinada por la red de elementos finitos, en 
problemas no lineales, es necesario dividir la aplicación de las acciones externas en interva-
los de pseudo-tiempo.  La discretización en el tiempo permite analizar la ocurrencia de las 
cargas o los desplazamientos de manera instantánea en cada paso de carga, lo cual se define 
en la historia de carga. 
 
Se definen entonces pasos de carga al interior de los cuales se realizan análisis lineales 
elásticos con la propiedades del material correspondientes en ese instante.  Para cada ins-
tante o paso de carga el material se encuentra en un estado representado por los módulos 
tangentes y las variables internas que se actualizan en cada paso y guardan la historia del 
material. 
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Al interior de cada paso de carga se realiza  un proceso iterativo que consiste en resol-
ver la estructura con el incremento en la carga correspondiente al paso, con esto se obtienen 
los incrementos de los desplazamientos en los nudos y posteriormente los incrementos de 
las deformaciones en cada uno de los elementos. 
 
En la primera iteración para cada elemento, las variables internas del material, la defor-
mación y el esfuerzo se inicializan en cero.  Al final de cada iteración todos estos valores se 
actualizan siguiendo las expresiones del modelo constitutivo utilizado. 
 
Al aplicar el modelo constitutivo también se obtienen nuevos módulos con los cuales se 
ensambla de nuevo la matriz de rigidez de la estructura.  Si se trata de un modelo constitu-
tivo de daño, como es este caso, los primeros pasos de carga estarán en el rango elástico 
lineal y dichos módulos no cambiaran, en el momento en que se siguen aumentado las car-
gas, se superará el límite de proporcionalidad y el material en algunos elementos iniciará un 
comportamiento de daño, ya sea con endurecimiento o ablandamiento.  Es en esta zona en 
donde la rigidez de la estructura cambia y se pierde la linealidad. 
 
Para determinar la convergencia al final de cada iteración y saber si se puede proseguir 
con el siguiente paso de carga, se comparan los incrementos de desplazamientos obtenidos 
en una iteración con los obtenidos en la iteración anterior, si se cumple con el criterio, se 
supone que los valores obtenidos en la última iteración son los correspondientes al paso de 
carga analizado y se procede con el siguiente, teniendo presente que se almacenan todas las 
variables históricas propias del modelo constitutivo. 
 
Es importante mencionar que únicamente se está analizando la no linealidad provenien-
te del comportamiento del material y no se están contemplando otros fenómenos, como por 
ejemplo, inestabilidad geométrica por el pandeo de los elementos en compresión. 
 
La metodología básica de análisis no lineal de barras sometidas a fuerza axial efectuada 
en este trabajo se puede ilustrar de forma general en el algoritmo mostrado en la  Tabla 1.1, 
el cual fue implementado en el método de elementos finitos. 
 
I. Entrar datos de geometría, condiciones de frontera, cargas y parámetros 
propios del modelo constitutivo. 
 
II.  Inicializar vectores de desplazamientos y deformaciones totales. 
 
       
III. Calcular o leer del protocolo de carga el incremento de cargas en los nudos 
 . 
 
 Tabla 1.1. Algoritmo del procedimiento 
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IV. Incrementos de carga: Para    hasta Nº de pasos de carga 
 
V. Entrar datos de geometría, condiciones de frontera, cargas y parámetros 
propios del modelo constitutivo. 
 
VI.  Inicializar vectores de desplazamientos y deformaciones totales. 
 
       ;     
VII. Calcular o leer del protocolo de carga el incremento de cargas en los nudos 
 . 
 
VIII. Incrementos de carga: Para    hasta  (Nº de pasos de carga) 
 
IX. Mientras   	     (Nº máximo de iteraciones) 
 
X. Nivel del elemento 
 
a) Para    hasta   (Nº de elementos) 
 
b) Actualizar deformación total 
       
c) Modelo constitutivo de daño 
Dado                  
 
d) Calcular fuerza en el elemento  
    
   
e) Calcular matriz de rigidez del elemento  
 
     
   
f) Ensamblar matriz de rigidez de la estructura y vector de fuerzas in-
ternas 
   
  
 
 
 
   
    
 
XI. Resolver la estructura (Método de Newton-Raphson) 
 
           
 
 
Tabla 1.1. Algoritmo del procedimiento (continuación) 
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XII. Criterio de convergencia 
 

 
 
 	   

 
 
 	   
 
XIII. Acumular los desplazamientos en los nudos de la estructura 
 
      
 
XIV. Acumular fuerzas actuantes en la estructura 
      
 
Tabla 1.1. Algoritmo del procedimiento (continuación) 
1.2.3. Implementación en PEFiCA 
PEFiCA es un programa de elementos finitos a código abierto bajo el entorno de Visual 
Basic en Excel, elaborado en la Universidad Nacional de Colombia (Linero 2010), en don-
de se puede simular con el método de los elementos finitos problemas unidimensionales y 
bidimensionales.  La estructura de este programa permite observar, modificar y ampliar las 
subrutinas de cálculo en el método de los elementos finitos.  En esta tesis se implementó en 
PEFiCA un modelo de daño isótropo unidimensional y el método de Newton-Raphson para 
obtener la solución no lineal del sistema. 
 
A continuación se presentan las rutinas de cálculo programadas en PEFiCA y un ejem-
plo de aplicación de una barra sometida a fuerza axial. 
 
En la rutina principal de PEFiCA se construye el algoritmo general invocando a otras  
subrutinas que realizan tareas específicas.  Inicialmente se declaran las variables escalares y 
las matrices que se usarán durante el cálculo como se muestra en las Tabla 1.2.  A  conti-
nuación se lee la información general y la geometría del problema introducidas en las hojas 
de cálculo tal como se muestra en la Tabla 1.3.  En la Tabla 1.4 se presenta el cálculo para 
la solución del proceso no lineal. 
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Universidad Nacional de Colombia. Facultad de Ingeniería. 
' Departamento de Ingeniería Civil y Agrícola. Unidad Académica de Estructuras. 
' Dorian Luis Linero Segrera 
' Todos los derechos reservados. 2007 
' 
'---------------------------------------------------------------------------------- 
' PEFICA():    RUTINA PRINCIPAL DE CÁLCULO 
'Modificado para análisis no lineal en tesis maestría bajo autorización de Dorian Luis Linero 
 
'---------------------------------------------------------------------------------- 
' 
'opciones generales 
Option Explicit     'forzar la declaración de todas las variables 
Option Base 1       'declarar el límite inferior predeterminado para subíndices de matriz igual 
a 1 
 
Public Sub PEFICA() 
     
    'declaración de variables escalares 
    Dim NNUD As Integer, NELE As Integer, NGLE As Integer, NGLN As Integer, _ 
        NNUE As Integer, NGLD As Integer, NGLC As Integer, NDIM As Integer, _ 
        NMAE As Integer 
    Dim EYOU As Double, YIEL As Double, AREA As Double, PXEL As Double, PYEL As Double, _ 
        LADO As Integer, SP As Double, TP As Double 
    Dim i As Integer, j As Integer, FILA As Integer, COLM As Integer, IELE As Integer, _ 
        IDST As Integer, CONV As Double 
    Dim PASOS  As Integer, NC As Double, ITEMAX As Double, ERRO As Double, _ 
        S As Integer, L As Double, DEFU As Double, ETANP As Double, SIGMAP As Double 
    Dim nudo As Integer, dire As Integer, nudoc As Integer, direc As Integer 
 
    'NNUD       número de nudos 
    'NELE       número de elementos 
    'NGLE       número de grados de libertad por elemento 
    'NGLN       número de grados de libertad por nudo 
    'NNUE       número de nudos por elemento 
    'NGLD       número de grados de libertad desconocidos 
    'NGLC       número de grados de libertad conocidos 
    'NDIM       número de dimensiones del problema 
    'NMAE       cantidad máxima de elementos asociados a un mismo nudo 
    'EYOU       módulo de Young 
    'POIS       relación de Poisson 
    'ESPE       espesor (condición plana de esfuerzos) 
    'PXEL       componente en x de la presión aplicada sobre un lado del elemento 
    'PYEL       componente en x de la presión aplicada sobre un lado del elemento 
    'PASOS      número de pasos de carga 
    'NC         Norma del incremento de desplazamientos 
    'ITEMAX     Número máximo de iteraciones 
    'ERRO       Error = dezplazamiento i - desplazamiento i+1 
    'S          contador para numero de iteraciones 
    'L          Longitud del elemento analizado en el paso i 
    'DEFU       Defpormación unitaria 
    'ETAMP      Módulo tangente 
    'SIGMAP     esfurzo de plastificación 
    'nudo       Nudo en el cual se quiere ver el desplazamiento: curva carga desplazamiento 
    'dire       Dirección en la que se quiere ver el desplazamiento: curva carga desplazamiento 
    'nudoc      Nudo en el cual esta la carga a graficar: curva carga desplazamiento 
    'direc      Dirección en la que esta la carga a graficar: curva carga desplazamiento 
 
Tabla 1.2. Parte de la rutina en PEFiCA.  Declaración de variables 
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parámetros predefinidos 
    'posición inicial de la fila en la hoja TB_OUT 
    Debug.Print "PEFICA - Programa de Elementos Finitos a Código Abierto" 
    Debug.Print "Universidad Nacional de Colombia. 2008" 
    Debug.Print "-------------------------------------------------------" 
    Debug.Print "calculando ..." 
    FILA = 2 
    COLM = 1 
    EDLIMH "TB_OUT" 'limpiar la hoja de salida 
     
    'leer parámetros generales 
    EDLECE "TB_GEN", 5, 2, NNUD     'número de nudos 
    EDLECE "TB_GEN", 6, 2, NELE     'número de elementos 
    EDLECE "TB_GEN", 7, 2, NGLN     'grados de libertad por nudo 
    EDLECE "TB_GEN", 8, 2, NNUE     'número de nudos por elemento 
    EDLECE "TB_GEN", 9, 2, NDIM     'número de dimensiones 
     
    'leer parametros de convergencia y protocolo de carga 
     
    EDLECE "TB_GEN", 12, 2, EYOU    'módulo de ela 
    EDLECE "TB_GEN", 16, 2, PASOS   'número de pasos de carga 
    EDLECE "TB_GEN", 20, 2, CONV    'tolerancia para convergencia 
    EDLECE "TB_GEN", 21, 2, ITEMAX  'número máximo de iteraciones 
     
    'leer parametro para grafica carga desplazamiento de la estructura 
     
    EDLECE "TB_GEN", 25, 2, nudo 
    EDLECE "TB_GEN", 26, 2, dire 
    EDLECE "TB_GEN", 28, 2, nudoc 
    EDLECE "TB_GEN", 29, 2, direc 
             
    'leer geometría, propiedades mecánicas y de sección por elemento 
    EDLECR "TB_XYZ", 5, 2, XYZ(), NNUD, NDIM    'leer matriz de coord. nudos 
    EDLECI "TB_ELE", 5, 2, ELE(), NELE, NNUE    'leer matriz de conectividades 
    EDLECR "TB_ELE", 5, 5, MEC(), NELE, 5       'leer matriz con propiedades de sec-
ción y material 
     
        'EDTABR "TB_FUN", 5, 2, FXY(), NNUD, NGLN    'leer vector de cargas y las or-
dena deacuerdo al nudo en el cual se aplican 
     
    '(opcional) escribir geometría 
    EDIMPR "TB_OUT", "XYZ()", FILA, COLM, XYZ() 'escribir matriz de coord. nudos 
    EDIMPI "TB_OUT", "ELE()", FILA, COLM, ELE() 'escribir matriz de conectividades 
     
    '(opcional) dibujar geometría 
    'GRAFDE GRA()    'si no tiene parámetros de dibujo puede activar esta línea 
    EDLECI "TB_GEN", 33, 2, GRA(), 14, 1        'leer parámetros de dibujo 
    'GRAGEO XYZ(), ELE(), GRA(), 2              'dibuja elementos 
    'Debug.Print "dibujar geometría" 
     
    'leer propiedades mecánicas 
    'Esta parte esta ahora en la matriz MEC con la spropiedades mecanicas de cada ele-
mento 
    'EDLECE "TB_GEN", 12, 2, EYOU   'módulo de Young 
    'EDLECE "TB_GEN", 13, 2, YIEL   'esfuerzo de fluencia 
     
    'matriz de restricciones 
    EDTABI "TB_RES", 5, 2, MRE(), NNUD, NGLN         'leer matriz de restricciones 
    EDIMPI "TB_OUT", "MRE()", FILA, COLM, MRE()      'escribir matriz de restric. 
 
Tabla 1.3. Parte de la rutina en PEFiCA.  Lectura de datos 
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'INICIA PROCEDIMIENTO NO LINEAL 
    '________________________________________________________ 
     
    Dim ALPHA() As Double, GAMMA() As Double, DEFP() As Double, SIGMA() As Double 
    Dim m As Integer 
    Dim FXYA() As Double, FF() As Double, EPSI() As Double 
         
     
    'quitar 
    Dim aaa As Double 
    Dim gam As Double 
    ReDim EPSI(NELE, PASOS) 
    ReDim PDELTA(PASOS, 2) 
     
    'FXYA() cargas en los nudos en el paso de carga corriente 
    'FF() MATRIZ AUXILIAR 
    'EPSI() Matriz de deformación total por elemento y por paso de carga 
    'Se inicializa todo en cero. 
     
    MTCONS ALPHA(), 0, NELE, PASOS 
    MTCONS GAMMA(), 0, NELE, PASOS 
    MTCONS DEFP(), 0, NELE, PASOS 
    MTCONS SIGMA(), 0, NELE, PASOS 
    MTCONS FXYA(), 0, NNUD, NGLN 
    MTCONS DGL(), 0, NGLC, 1 
    MTCONS DGC(), 0, NGLD, 1 
    MTCONS ETAN(), 0, NELE, 1 
    MTCONS U(), 0, NNUD * NGLN, 1 
    MTCONS FF(), 0, NNUD, NGLN 
     
     
    'crea tabla con fuerzaas en nudos para cada nudo asi sean cero 
     
    For i = 1 To NNUD 
       ThisWorkbook.Worksheets("TB_FUN").Cells(4 + i, 1) = i 
       ThisWorkbook.Worksheets("TB_FUN").Cells(4 + i, 2) = 0 
       ThisWorkbook.Worksheets("TB_FUN").Cells(4 + i, 3) = 0 
    Next i 
       
    'CICLO PARA PASOS DE CARGA 
    'En este caso es un vector de cargas en los nudos que varían en el tiempo 
     
    For m = 1 To PASOS 
     
    'llenar la tabla de cargas en losnudos con las cargas del paso actual 
    For i = 1 To NNUD 
       ThisWorkbook.Worksheets("TB_FUN").Cells(4 + i, 2) = This     
Workbook.Worksheets("TB_FUN").Cells(4 + i, 7 + m) 
       ThisWorkbook.Worksheets("TB_FUN").Cells(4 + i, 3) = This-
Workbook.Worksheets("TB_FUN").Cells(21 + i, 7 + m) 
    Next i 
leer vector de cargas correspondinente a cada paso de carga 
'leer vector de cargas y las ordena deacuerdo al nudo en el cual se aplican 
EDTABR "TB_FUN", 5, 2, FXY(), NNUD, NGLN 
     
MTCOPA FXY(), FXYA() 
ReDim LAM(NNUD, NGLN) 
     
MTCOPA FXY(), LAM() 
'vector de fuerzas de la estructura (subvector de cálculo Fd) 
ORFUGL FGT(), FXYA(), MGL()                 'crear vector de fuerzas completo 
MTSUBM FGT(), FGL(), 1, 1, NGLD, 1          'crear vector de fuerzaz Fd 
     
Tabla 1.4. Parte de la rutina en PEFiCA.  Procedimiento no lineal 
 
Capítulo 1 INTRODUCCIÓN                                                                       25 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
 
ERRO = 1 
    S = 0 
    Debug.Print "-------------------------------------------------------" 
    Debug.Print "PASO DE CARGA #" & m 
     
    While ERRO >= CONV And S < ITEMAX 
        S = S + 1 
 
        'matriz de rigidez de la estructura (submatriz de cálculo Kdd) 
        MTCONS KGL(), 0, NGLD, NGLD 'crea matriz de rigidez llena de ceros de tamaño 
                                    '(gl desconocidos)x(gl desconocidos) 
        MTADJU DGT(), DGL(), DGC()  'construir vector de desplazamientos (desc y con) 
 
        For IELE = 1 To NELE 
            'Debug.Print "elemento  #" & IELE 
            EXTRAV DGT(), DEL(), INC(), IELE 
            TRARXY TEL(), XYZ(), ELE(), IELE 
            MTMULT TEL(), DEL(), DELOC() 
            L = PBDIST(XYZ(), ELE(IELE, 1), ELE(IELE, 2))   'Longitud del elemento 
            BUNID2 BEL(), L 
            MTMULT BEL(), DELOC(), DEF() 
             
            DEFU = DEF(1, 1) 
            If m = 1 Then 
                EPSI(IELE, m) = DEFU 
            Else 
                EPSI(IELE, m) = DEFU + EPSI(IELE, m - 1) 
            End If 
             
            'Modelos constitutivos 
                'Daño 
 
                Dim RD As Double 
 
                DAÑO EPSI(IELE, m), MEC(IELE, 2), MEC(IELE, 3), MEC(IELE, 5), ETANP, 
SIGMAP, m, RD 
             
            ETAN(IELE, 1) = ETANP 
            SIGMA(IELE, m) = SIGMAP 
   'Crear matriz de rigidez del elemento 
            KARMAG KEL(), XYZ(), ELE(), IELE, ETAN(IELE, 1), MEC(IELE, 1) 
            'ensamblaje de la matriz de rigidez del elemento 
            ENSAMK KGL(), KEL(), INC(), IELE 
            '(opcional) escribir matriz de rigidez de cada elemento 
            'EDIMPR "TB_OUT", "KEL() paso carga #" & m & " iteracion # " & S & " 
elemento #" & IELE, FILA, COLM, KEL() 
 
         Next IELE 
          
    'Imprime matriz de rigidez de la estructura 
    EDIMPR "TB_OUT", "KGL() paso de carga #" & m, FILA, COLM, KGL() 
     
    'Desplazamientos nodales en la estructura 
    SOCHLK KGL(), FGL(), DGL()  'solucionar sistema de ecuaciones 
    MTCONS DGC(), 0, NGLC, 1    'vector de desplazamientos conocidos 
    MTADJU DDGT(), DGL(), DGC() 'construir vector de nuevos desplazamientos (desc 
y con) 
MTREST DGT(), DDGT(), C() 'calcula la diferencia entre los desplazamientos (in-
cremento) 
    'EDIMPR "TB_OUT", "C()", FILA, COLM, C() 'escribir incremento de desplaza-
mientos 
    MTNORM C(), NC 
     
Tabla 1.4. Parte de la rutina en PEFiCA.  Procedimiento no lineal (continuación) 
 
 
 
26                                                               Modelación Numérica del Concreto Simple con Elementos Finitos 
Usando un Modelo Constitutivo de Daño 
 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
Debug.Print "ERROR =" & ERRO & "" 
    If m = 1 And S = 1 Then 
        ERRO = CONV 
    Else 
        ERRO = NC 
    End If 
     
    'Debug.Print "norma incremento desplazamiento =" & NC & "" 
         
    Wend 'fin del ciclo de iteraciones 
     
    Debug.Print "RD  ___________________________________________________" & RD 
     
    EDIMPR "TB_OUT", "U()", FILA, COLM, U() 
    EDIMPR "TB_OUT", "DDGT()", FILA, COLM, DDGT() 
     
    Dim xx() As Double 
    MTSUMA DDGT(), U(), xx() 
    MTCOPA xx(), U() 
     
    'U(1, 1) = U(1, 1) + DDGT(1, 1) 
     
    EDIMPR "TB_OUT", "U()", FILA, COLM, U() 
     
    ORGLFU DXY(), U(), MGL() 'ordenar desplazamientos en el formato 
                                '(NUDO),(UX),(UY) 
     
    EDIMPR "TB_OUT", "FF()", FILA, COLM, FF() 
    EDIMPR "TB_OUT", "LAM()", FILA, COLM, LAM() 
     
     
    'FF(2, 1) = FF(2, 1) + LAM(2, 1) 
    Dim yy() As Double 
    'MTSUMA FF(), LAM(), FF() 
    MTSUMA FF(), LAM(), yy() 
    MTCOPA yy(), FF() 
     
    EDIMPR "TB_OUT", "FF()", FILA, COLM, FF() 
     
    PDELTA(m, 1) = FF(nudoc, direc) 
    PDELTA(m, 2) = DXY(nudo, dire) 
         
    Next m 'fin del ciclo de pasos de carga 
     
    'escribir VECTORES de variables constitutivas por cada elemento 
 
    EDIMPR "TB_OUT", "ALPHA()", FILA, COLM, ALPHA() 
    EDIMPR "TB_OUT", "DEFP()", FILA, COLM, DEFP() 
    EDIMPR "TB_OUT", "EPSI()", FILA, COLM, EPSI() 
    EDIMPR "TB_OUT", "SIGMA()", FILA, COLM, SIGMA() 
    EDIMPR "TB_OUT", "DXY()", FILA, COLM, DXY() 
     
    EDIMPR "TB_OUT", "PDELTA()", FILA, COLM, PDELTA() 
     
    '----------------------------------------------------------------------------------- 
End Sub     
 
Tabla 1.4. Parte de la rutina en PEFiCA.  Procedimiento no lineal (continuación) 
 
 
 
La subrutina en la que se presenta el modelo constitutivo es denominada “MODELC” y 
es donde se presenta el cálculo del modelo de daño isótropo unidimensional.  Esta rutina en 
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general se creó para la implementación específica de cualquier modelo constitutivo unidi-
mensional.  El código programado se presenta en la Tabla 1.5. 
 
 
Public Sub DAÑO(DEF As Double, E As Double, _ 
K As Double, SIGMU As Double, ETAN As Double, SIGMA As Double, _ 
m As Integer, R As Double) 
 
Dim RO As Double, SIGMB As Double, Q As Double, D As Double, TAO As Double 
 
         
        RO = SIGMU / Sqr(E) 
        If m = 1 Then 
        R = RO 
        End If 
         
        SIGMB = E * DEF 
        TAO = Sqr(SIGMB * DEF) 
 
        'Carga 
            If TAO <= R Then 
                Q = RO + K * (R - RO) 
                D = 1 - Q / R 
                ETAN = (1 - D) * E 
            Else 
                R = TAO 
                Q = RO + K * (R - RO) 
                D = 1 - Q / R 
                ETAN = (1 - D) * E - (Q - K * R) / (R ^ 3) * SIGMB ^ 2 
            End If 
 
           SIGMA = (1 - D) * SIGMB 
           Debug.Print "R  ___________________________________________________" & R 
           Debug.Print "TAO  ___________________________________________________" & TAO 
             
End Sub 
     
Tabla 1.5. Parte de la rutina en PEFiCA.  Modelo de daño isótropo unidimensional 
 
 
1.2.4. Ejemplo de aplicación.  Barra sometida a carga axial 
A continuación se presenta un ejemplo de aplicación para una estructura compuesta única-
mente por una barra sometida a carga axial tal como se muestra en la Figura 1.3 a. 
 
La barra se somete a una de carga axial P que se incrementa progresivamente hasta 400 
kN en el extremo derecho tal como lo indica la Figura 1.3 c. El área de la sección transver-
sal es de 1.00x10-3m2 y cuenta con una longitud de 6.00m.  El material tiene un módulo de 
elasticidad de 200x106KN/m2, un esfuerzo último de 250x103KN/m2 y se representa con un 
modelo de daño uniaxial como lo muestra la Figura 1.3 b, cuyo parámetro de endureci-
miento es H=0.5.  Con respecto al modelo numérico, la barra se compone de 1 elemento 
finito unidimensional lineal y la carga se aplica en 8 incrementos de carga.  El criterio de 
convergencia tiene una tolerancia de 1x10-4 y un máximo de iteraciones de 20. 
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Figura 1.3. Barra sometida a carga axial a) Geometría, b) Relación constitutiva, c) evolución de la apli-
cación de la carga 
 
En este ejemplo se cargó hasta llegar a la carga elástica al esfuerzo de fluencia del mate-
rial, una vez alcanzado este punto comenzó el régimen no lineal en donde se evidencia el 
desarrollo de la carga de daño en el elemento, tal como se muestra en la Figura 1.4.  
 
 
 
Figura 1.4. Barra sometida a carga incremental axial.  Relación carga-desplazamiento en el extremo 
derecho 
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1.2.5. Ejemplo de aplicación.  Barra sometida a carga axial y descarga  
En el siguiente ejemplo, se aplica el ciclo de carga y descarga indicado en la Figura 1.5 
al ejercicio presentado en el ítem 1.2.4, la etapa de descarga se realiza en 8 pasos. 
 
 
 
Figura 1.5. Evolución de la aplicación de carga 
La Figura 1.6 evidencia el correcto comportamiento del modelo, tanto en carga como 
en descarga ya que el punto en el que se presenta el daño es el esperado al esfuerzo último 
y la línea de descarga está llegando a cero. 
 
 
 
Figura 1.6. Barra sometida a carga axial.  Relación carga-desplazamiento en incremento de carga y 
descarga 
 
Esta simulación se comparó con un modelo uniaxial de plasticidad (Rodríguez 2011) 
con un módulo de endurecimiento K=2x107kN/m2, en el que se observa que durante la des-
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carga se tiene una deformación remanente a diferencia del modelo de daño que no deja nin-
gún tipo de deformación.   
1.3. Objetivos 
El objetivo general de la tesis es representar el comportamiento de elementos estructurales 
de concreto simple mediante el análisis no lineal con elementos finitos considerando que el 
material obedece a un modelo constitutivo de daño determinado. 
 
Los objetivos específicos derivados del propósito general de este trabajo de integración 
son los siguientes: 
 Seleccionar los modelos constitutivos de daño que representen adecuadamente el 
comportamiento mecánico de elementos estructurales de concreto simple. 
 Implementar uno de los modelos constitutivos seleccionados en un programa de 
elementos finitos que realice análisis no lineal. 
 Representar el comportamiento mecánico del concreto simple en rangos de carga y 
deformaciones para los cuales no es posible hacer mediciones mediante ensayos. 
1.4. Justificación 
La simulación numérica del concreto simple permite comparar y acoplar los diversos mode-
los constitutivos con los resultados experimentales a fin de establecer el comportamiento 
real del material. 
 
Los modelos numéricos no sustituyen la experimentación de los modelos físicos; sin 
embargo, para realizar estos últimos es útil la modelación numérica con el fin de predimen-
sionar los ensayos y predecir los resultados. 
 
La modelación numérica es un instrumento útil en el análisis y evaluación de estructuras 
existentes.  Permite determinar causas de deformaciones, fisuras y/o colapso entre otros y 
establece las medidas correctivas.  En el caso de construcciones antiguas cuyas formas y 
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materiales dificultan un análisis convencional, la utilidad de estos modelos se torna más 
notoria. 
 
En la actualidad las pruebas de laboratorio sólo se pueden llevar a límites que represen-
ten una estabilidad admisible para los equipos de medición garantizando así la conservación 
de los mismos, con la modelación numérica se puede obtener dicho comportamiento, lle-
vándolo a su colapso usando los parámetros medidos experimentalmente. 
 
Esta tesis define el comienzo de una línea de investigación en modelamiento numérico 
del comportamiento de materiales convencionales en la construcción civil, la cual deberá 
ser complementada con investigaciones posteriores.  
 
Los modelos basados en la mecánica del daño continuo se caracterizan por su simplici-
dad en la implementación, versatilidad y consistencia. Este tipo de modelo permite simular 
el comportamiento de materiales en los que ocurre una degradación de la rigidez una vez 
superado el umbral de daño del material. 
1.5. Contenido de la tesis 
El documento de tesis está dividido en siete capítulos.  En el Capítulo 2, se hace una breve 
definición de la mecánica de daño continuo y su aplicación al comportamiento del concreto 
simple.  En el Capítulo 3, se presentan diversas propuestas de modelos constitutivos del 
concreto y se da especial importancia a aquellos que hacen uso de la mecánica de daño con-
tinuo.  En el Capítulo 4, se describe la formulación del modelo de daño implementado, co-
menzando por la representación de variables internas, hasta establecer su forma más gene-
ral.  En este mismo capítulo se encuentra la formulación del modelo de daño con tracción y 
compresión diferenciada, el cual será utilizado para resolver los ejemplos de verificación.  
En el Capítulo 5, se presenta la implementación del modelo de daño con el método de los 
elementos finitos, definiendo las correspondientes estrategias de solución.  Posteriormente 
se hace una breve descripción de las herramientas computacionales usadas para la imple-
mentación numérica.  En el Capítulo 6, Se describen algunos ejemplos de verificación que 
dan muestra de los resultados obtenidos de la implementación numérica y su comparación 
con los resultados obtenidos en diferentes trabajos de otros autores.  Finalmente, en el Capí-
tulo 7, se presentan las conclusiones y recomendaciones para futuras líneas de trabajo. 
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Capítulo 2                                                                                                                                                            
Mecánica de daño continuo 
2.1. Introducción 
La mecánica de daño continuo, basada en procesos termodinámicos irreversibles y depen-
dientes del estado de las variables internas, ha sido introducida y empleada extensivamente 
para describir el mecanismo de la pérdida de rigidez, es decir, se ha utilizado para simular 
diversos materiales que se caracterizan por presentar una degradación de las propiedades 
mecánicas debido a la presencia de pequeñas fisuras que se propagan durante el proceso de 
carga. 
 
Fue Kachanov (1958) el primero en introducir el concepto de esfuerzo efectivo, para 
describir el comportamiento de un sólido con degradación de rigidez.  Rabotnov (1969) le 
ha dado significado físico suponiendo que la degradación del material, es el resultado de la 
reducción del área de la sección. Este proceso se puede modelar a través de la introducción 
de una variable de daño que puede estar representada por una magnitud escalar o tensorial 
(Luccioni 2003). 
 
La respuesta no lineal de los sólidos es una manifestación física macroscópica de cambios 
irreversibles en la microestructura.  La mecánica de daño continuo es una herramienta para 
analizar los efectos del deterioro del material sometido a la acción mecánica o térmica.  La 
teoría del daño describe la evolución de fenómenos que se desarrollan entre un estado ini-
cial, en relación a un material intacto, y un estado final, representado por la formación de 
microfisuras.  En el caso del concreto, donde el fisuramiento es un fenómeno dominante de 
su comportamiento, la mecánica de daño es, sin duda, capaz de formular modelos más 
aproximados a la realidad. 
 
El daño no es una magnitud física medible directamente, pero mediante modelos numé-
ricos es posible cuantificar la reducción progresiva de las propiedades mecánicas globales, 
como por ejemplo el módulo de elasticidad instantaneo. 
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El trabajo pionero que introdujo el concepto de daño continuo fue elaborado por Kacha-
nov (1958).  Este trabajo surgió del interés en modelar el efecto de las fisuras observado 
después de un periodo de deformación.  Él propuso la variable de daño del material d, la 
cual representa un material completamente libre de fisuras o defectos cuando d=0, mientras 
que si d=1 caracteriza un material completamente dañado. 
 
Mientras Kachanov supuso que d es una variable de naturaleza escalar denominada va-
riable de daño isotrópico, estudios posteriores propusieron cantidades tensoriales para des-
cribir el daño anisotrópico  Lemitre (2002), Luccioni & Oller (2002).   
 
Rabotnov (1969) propone incluir la perdida de rigidez del material como consecuencia 
de la fisuración.  Posteriormente la llamada Mecánica de Daño Continuo se formalizó sobre 
la base de la termodinámica de procesos irreversibles propuesta por Lemaitre y Chaboche 
(1985). 
 
Los modelos de daño básicos consideran que durante un proceso de carga de daño y 
descarga total no se presentan deformaciones permanentes a plásticas. 
2.2. Tipos de daño 
 Aún cuando en la microescala el daño está gobernado por un solo mecanismo general de 
formación de microvacios.  En la mesoescala se puede manifestar el daño de varias formas 
dependiendo de la naturaleza del material, del estado de esfuerzo y de la temperatura.  Los 
tipos de daño observados en esta escala se pueden clasificar como: 
 Daño por fluencia: El material puede deformarse a esfuerzos constantes en tempe-
raturas altas y bajo acción de esfuerzos en acumulación y aumento de microcavida-
des, en el mismo tiempo que ocurre una acumulación y aumento de microfisuras en 
los límites intergranulares. 
 Daño plástico dúctil: Cuando ocurre simultáneamente con deformaciones plásticas 
mayores que cierto umbral, es el mismo fenómeno de la nucleación y crecimiento 
de microcavidades y microfisuras como resultado de un esfuerzo plástico grande. 
 Daño por fatiga: Bajo la acción de ciclos de carga, se presenta un deterioro gradual 
de la estructura del material, causado también por la acumulación y crecimiento de 
micro y macro fisuras. 
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  Daño químico-mecánico: Se presenta cuando el material se encuentra en un medio 
agresivo y está sometido a corrosión intensiva o alguna otra reacción química. 
 Degradación por el medio ambiente: Algunos materiales cambian sus propiedades 
mecánicas bajo la influencia del ambiente aún en la ausencia de esfuerzos.  Por 
ejemplo el comportamiento de la madera depende de su nivel de humedad. 
2.3. Interpretación mecánica del daño 
El daño puede ser interpretado como una transformación cinemática entre dos espacios: un 
espacio real y un espacio ficticio no dañado que puede ser obtenido del real si se remueve 
el daño.  En este espacio ficticio se supone que el material se comporta como si fuera vir-
gen. (Kattan & Voyiadjis 2002).  Las dos configuraciones son estáticamente equivalentes. 
 
Existe una relación biunívoca entre los dos espacios que permiten transformar una va-
riable del espacio ficticio no dañado al espacio dañado real.  Esta relación  está basada en 
un cambio geométrico debido al daño. 
 
La ecuación constitutiva en el espacio ficticio no dañado puede ser escrita como: 
 
    (2.1) 
Donde  es el tensor constitutivo elástico,   es el vector de esfuerzos y  es el vector 
de deformaciones correspondientes al material virgen. 
 
La ecuación constitutiva secante en el espacio real se expresa como: 
 
    (2.2) 
 
Donde  es el tensor constitutivo secante en el espacio dañado. 
2.3.1. Concepto de esfuerzo efectivo 
Un concepto útil para entender el efecto del daño es el esfuerzo efectivo. Para el caso de 
esfuerzo axial se supone daño isotrópico.  Se considera una barra cilíndrica sujeta a una 
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fuerza de tensión uniaxial T  aplicada sobre el área de la sección transversal de la barra A tal 
como se muestra en la Figura 2-1. 
 
Se supone que el daño de la barra corresponde a la aparición de fisuras y cavidades dis-
tribuidas de forma aleatoria en el volumen de la barra.  El esfuerzo nominal  en la barra se 
obtiene como: 
 
   
 (2.3) 
Utilizando los principios de la mecánica de daño continuo, se considera la configuración 
ficticia equivalente no dañada mostrada en la Figura 2-1.(a).  Es decir, se remueven de la 
barra tanto cavidades como fisuras. 
 
 
 
Figura 2-1. Barra cilíndrica sometida a tensión uniaxial: (a) Configuración efectiva sin daño, (b) 
Configuración ficticia equivalente no dañada. 
 
 
El área de la sección transversal efectiva en esta configuración es denotada como  y el 
esfuerzo uniaxial efectivo es .  La barra tanto en la configuración dañada como en la no 
dañada, se somete a la misma fuerza de tensión T.  Por lo tanto, considerando la configura-
ción no dañada tenemos que: 
 
   (2.4) 
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Igualando T de las expresiones (2.3) y (2.4) se obtiene para el esfuerzo uniaxial efectivo 
 
 

  
(2.5) 
2.3.2. Concepto de variable de daño 
La variable de daño es definida como el área proyectada sobre la sección transversal cubier-
ta por las cavidades y fisuras dividida entre el área total de la sección transversal.   Este 
rango de valores varía entre cero, para el caso de un espécimen no dañado y uno para el 
caso de daño completo. 
 
Usando la variable de daño d originalmente propuesta por Kachanov se tiene que: 
 
 
  
  
(2.6) 
 
Sustituyendo por   de la expresión (2.6) en la expresión (2.5), se obtiene la siguiente 
ecuación para el esfuerzo efectivo: 
 
 

  (2.7) 
 
Cualquier ecuación constitutiva para un material dañado, puede ser deducida de la mis-
ma forma que para el material virgen, teniendo en cuenta que el esfuerzo nominal debe ser 
reemplazado por el esfuerzo efectivo (Lemaitre & Chaboche 1985).  Este postulado condu-
ce al principio de la deformación equivalente, que se aplica tanto a elasticidad como a plas-
ticidad o daño. 
 
En resumen, la variable de daño y la ecuación constitutiva secante para un modelo uni-
dimensional corresponden a: 
 
Material no dañado                                         Material dañado 
                                                                    
                                                                 
(2.8) 
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El daño isotrópico supone que las fisuras y las cavidades tienen una orientación aleato-
ria y están distribuidas uniformemente en el volumen.  En este caso, la variable de daño no 
depende de la orientación de la normal  y el estado de daño es completamente caracteriza-
do por el escalar d.   
 
El daño anisotrópico, radica en que las fisuras y cavidades con orientaciones principales 
y el valor de la variable escalar d, depende de la orientación de un plano normal a  Figura 
2-2. 
 
En una curva esfuerzo-deformación representativa del comportamiento uniaxial del ma-
terial durante la descarga, el módulo secante de la curva es      y tras la com-
pleta descarga del material, éste no presentará deformación permanente (Figura 2-3). 
 
 
 
Figura 2-2. Representación gráfica del daño 
 
 
 
 
Figura 2-3. Curva Esfuerzo-Deformación 
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En el caso de un medio continuo, la ley de elasticidad de un material dañado se obtiene 
introduciendo el concepto de esfuerzo efectivo y el principio de equivalencia de deforma-
ciones. 
2.3.3. Principio de equivalencia de deformaciones y de esfuerzos 
El principio de equivalencia de deformaciones establece que cualquier ecuación constituti-
va de deformaciones para una material dañado, puede ser derivada de la misma forma para 
un material no dañado, en cuyo caso el esfuerzo es remplazado por el esfuerzo efectivo.  
Este principio es complementario al concepto de variable de daño d y al concepto de es-
fuerzo efectivo.  Como resultado se obtiene una relación entre esfuerzos nominales y efec-
tivos, tal como se muestra en la Figura 2-4.a.   
 
El principio de equivalencia de esfuerzos establece que la deformación efectiva aplicada 
al material no dañado produce el mismo esfuerzo que la deformación nominal aplicada al 
material dañado.  Como resultado se obtiene Resulta una relación entre deformaciones no-
minales y efectivas Figura 2-4.b.   
 
 
 
Figura 2-4. Hipótesis de a) equivalencia de deformaciones, b) equivalencia de esfuerzos 
2.3.4. Energía libre de Helmholtz 
Las variables de estado se eligen de acuerdo con los mecanismos físicos de deformación y 
degradación del material.  La energía libre de Helmholtz toma el potencial de estado en 
función de las variables de estado. 
 
Material no           
dañado 
Material 
dañado 
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La energía libre de Helmholtz almacenada en el material no dañado sujeto a deforma-
ción efectiva  es igual a la energía libre almacenada en el material dañado sujeto a la de-
formación nominal. 
 

       

      
(2.9) 
 
Siendo  y  los tensores constitutivos elástico y tangente respectivamente.  Con el fin 
circunscribir la degradación de la rigidez inducida por el daño, la energía libre en la confi-
guración de daño puede ser escrita en términos del principio de equivalencia de deforma-
ciones de la forma: 
 

        
(2.10) 
2.3.5. Medición del daño (Lemaitre & chaboche 1985). 
La medición directa del daño como la densidad de superficie de microdefectos es bastante 
compleja de realizar.  Es más factible aprovechar la relación entre la elasticidad y el daño 
para evaluar este último por métodos inversos.  A continuación se plantean algunas relacio-
nes para la medición del daño. 
 
Cambio de elasticidad isotrópica: Se trata de un método destructivo que requiere de en-
sayos mecánicos.  Esta técnica puede utilizarse para medir distintos tipos de daño mientras 
el daño tenga una distribución uniforme en el volumen en el cual se mide la deformación lo 
cual constituye la mayor limitación del método.  Este método requiere de una medición 
muy precisa de las deformaciones.  
 
Para problemas uniaxiales la deformación elástica longitudinal con daño se reduce a: 
 
 

  (2.11) 
 
Si      se considera como el módulo de elasticidad efectivo del material da-
ñado, el daño es expresado como la pérdida de rigidez de la forma: 
 
  

 
(2.12) 
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Las expresiones (2.11) y (2.12) son la base para la representación de la teoría del daño 
por degradación de la rigidez del material. 
 
Propagación de ondas de ultrasonido: Otra técnica consiste en la medición de la velo-
cidad de propagación de ondas de ultrasonido en un especímen cilindríco dañado.  La velo-
cidad de propagación de las ondas longitudinales  y las ondas transversales  son res-
pectivamente: 
 
 


 
   (2.13) 
 
 



  (2.14) 
 
En donde E es el módulo de elasticidad,  es la densidad y  es el coeficiente de Pois-
son.  El daño puede calcularse como: 
  

  



 (2.15) 
2.4. Elementos del modelo constitutivo de daño isótropo 
En general los modelos constitutivos continuos están definidos por la ecuación constitutiva, 
el criterio de daño, las leyes de ablandamiento y la evolución de las variables internas y las 
condiciones de carga y descarga.  El siguiente cuadro indica cada uno de estos elementos en 
particular para el modelo constitutivo de daño isótropo. 
            
  

                                  (2.16) 
    

                      (2.17) 
 
 
Tabla 2.1. Resumen de los elementos asociados al modelo constitutivo de daño isótropo 
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   

   

            	 (2.18) 
   

                        	 (2.19) 
         
	 (2.20) 
                                  
                                        
(2.21) 
                    (2.22) 
 
Tabla 2.1. Resumen de los elementos asociados al modelo constitutivo de daño isótropo (con-
tinuación) 
 
Donde q determina la superficie de daño, r es la variable interna de daño tipo deforma-
ción, d es la variable de daño indicativa del índice de degradación,  es la densidad de 
energía libre de Helmholtz,  es el tensor de deformaciones,  es el tensor constitutivo elás-
tico,  es el tensor de esfuerzos,  es el tensor de esfuerzos efectivos.  La representación y 
el cálculo de los anteriores elementos se presentan en el Capítulo 4 del presente trabajo. 
 
La función de daño   establece el límite del dominio elástico en el espacio de las 
deformaciones principales en la ecuación (2.21), donde la norma  es una función escalar 
que indica el estado de deformación.  La norma de deformación aplicable a materiales con 
la misma resistencia a tracción y compresión, de la forma: 
 
    (2.23) 
 
La variable interna  se calcula como el valor máximo histórico de la norma de defor-
mación  y mayor a ,es decir: 
 
           (2.24) 
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 Lo anterior indica que la variable interna r aumenta o permanece constante, nunca dis-
minuye, mientras que la norma  disminuye sí se produce la descarga.  En la Figura 2-5.a 
se representa la ley de evolución de r y . 
 
           
Figura 2-5. Modelo de daño escalar: (a) evolución de la variable interna y de la norma de defor-
mación, (b) curva esfuerzo-deformación uniaxial. 
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Capítulo 3                                                                                                                                                            
Modelos constitutivos para el concreto 
3.1. Introducción 
Existen una gran cantidad de modelos constitutivos que permiten describir el compor-
tamiento de materiales como el concreto.  Varios autores han realizado diversas investiga-
ciones para clasificar, ordenar y analizar gran parte de los modelos Chen (2007), de Cer-
queira & Persival (2005), Florez (1993), Gómez(2005), Lemaitre & Chaboche (2002), Lu-
bliner, Oller & Oñate (1989), Luccioni (2003), Maimí (2006), Oller (1988), Sánchez, Son-
zogni & Huespe (2003), Simo & Ju (1987), Taquieddin (2008), Ying & Li (2006).  En este 
capítulo inicialmente se tratan las características mecánicas del concreto y su comporta-
miento.  Consecutivamente se presenta una clasificación general de los modelos constituti-
vos de daño desarrollados para el concreto. 
3.2. Comportamiento mecánico del concreto 
El concreto es un material pétreo, artificial, que se obtiene de la mezcla en determinadas 
proporciones de cemento, agregados y agua.  Las características más importantes del con-
creto son su comportamiento cuasi frágil y su baja resistencia a la tracción, en comparación 
con esfuerzos de compresión.  Las fisuras que se producen por esfuerzos de tracción redu-
cen la rigidez de los elementos de concreto. 
 
La curva esfuerzo-deformación describe el comportamiento uniaxial del concreto.  Esta 
curva se obtiene mediante mediciones adecuadas del esfuerzo normal y la deformación lon-
gitudinal en los ensayos de probetas ante fuerzas axiales.  La resistencia última en tales 
ensayos es la resistencia a compresión . 
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El comportamiento mecánico unidimensional en tracción del concreto se representa por 
dos fases diferenciadas: una etapa inicial aproximadamente lineal y una etapa de ablanda-
miento que se caracteriza porque el esfuerzo decrece mientras aumenta la deformación 
mostrando un módulo de elasticidad tangente negativo, hasta un nivel de esfuerzo aproxi-
madamente nulo (Figura 3.1). 
 
El módulo de elasticidad E es mayor para concretos de mayor resistencia, sin embargo, 
la pendiente de la rama descendiente de la curva esfuerzo-deformación es más baja para 
concretos de menor resistencia.  La resistencia del concreto a la tracción se encuentra entre 
5% y el 15% de la resistencia a la compresión 
.  Un porcentaje promedio puede consi-
derarse del orden del 10%.  La deformación unitaria longitudinal máxima para los esfuerzos 
máximos del concreto, independientemente de su resistencia es casi constante y aproxima-
damente igual a 0.002.  La deformación en el punto de ruptura está entre 0.003 y 0.004. 
 
El comportamiento del concreto es altamente complicado e influenciado por distintos 
fenómenos, intrínsecos y extrínsecos, que hacen necesario recurrir a hipótesis simplificadas 
que conduzcan a idealizaciones sobre su comportamiento, que permitan modelarlos mate-
máticamente. 
 
 
 
Figura 3.1. Curva esfuerzo-deformación del comportamiento uniaxial del concreto 
 


 


 
Tracción 
Compresión 
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3.3. Mecanismos de fallo en el concreto 
Si bien el mecanismo de falla del concreto está caracterizado por un proceso continuo de 
degradación, involucrando una transición paulatina de las dos fases señaladas en el ítem 
anterior, existen submecanismos diferenciados.  
 
El concreto expone un gran número de micro-fisuras, especialmente en la interfaz entre 
los agregados y el mortero.  La presencia de esas micro-fisuras tiene un gran efecto en su 
comportamiento mecánico, ya que su propagación durante la carga contribuye al compor-
tamiento no lineal ante esfuerzos bajos.  Algunas de estas micro-fisuras son inicialmente 
causadas por la segregación, la retracción o expansión térmica del mortero en el proceso de 
endurecimiento del concreto.  Bajo la acción de cargas externas algunas micro-fisuras se 
pueden desarrollar debido a la diferencia de resistencia entre los agregados y la pasta.   
 
El comportamiento mecánico del concreto puede representarse mediante modelos cons-
titutivos de daño o de plasticidad.  La formación de micro-fisuras se presenta macroscópi-
camente como ablandamiento del material lo que causa la localización y redistribución de 
la deformación en la estructura.  Este comportamiento puede ser representado con un mode-
lo de plasticidad convencional.  Por otra parte las micro-fisuras y micro-cavidades también 
causan la degradación del módulo de elasticidad tangente, como lo puede representar la 
mecánica del daño continuo, haciendo uso del concepto de esfuerzo efectivo. 
 
De los ensayos experimentales de probetas de concreto, se puede encontrar la descrip-
ción de los mecanismos de iniciación y avance progresivo del daño.  De la observación 
realizada en concretos sometidos a carga, se identifican tres mecanismos de daño, que pue-
den ser clasificados según su orden de aparición Figura 3.2: 
 Microfisuración: Se presentan pequeñas zonas de desprendimiento entre el agregado 
y el mortero, que no son visibles en la superficie de la probeta (Figura 3.2 (a)). 
 Fisuración distribuida: Se generan en la pasta, con una orientación dominante, nor-
mal a la deformación principal debida a la tracción, dichas fisuras son visibles en 
superficie (Figura 3.2(b)). 
 Coalescencia entre fisuras: Unión o conexión entre las fisuras, que generan la for-
mación de una o varias macrofisuras de apertura importante que pueden conducir al 
colapso estructural (Figura 3.2 (c)). 
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Figura 3.2. Mecanismos de daño en concreto. Esquema de la mesoestructura del concreto simpe (a) 
Microfisuras, (b) Fisuras distribuidas, (c) Coalescencia entre fisuras. 
 
3.4. Modelos de daño para el concreto 
3.4.1. Modelo constitutivo de Mazars (1984) 
El modelo propuesto por Mazars (1984) se basa en algunas pruebas experimentales obser-
vadas en muestras de concreto y en los siguientes supuestos: 
 
 El daño es representado por una variable escalar d      , cuya evolución 
se produce cuando se supera el valor de la deformación equivalente. 
 Se considera que el daño es isótropo. 
 Se considera sólo daño por tracción en las direcciones principales.  El compor-
tamiento a compresión es elástico. 
 
La deformación equivalente a tracción es una medida escalar derivada del tensor de de-
formación que se define como: 
 
          (3.1) 
 
Donde  es la componente de la deformación principal y el paréntesis de Mackaulin 
  está definido por: 
 
 

     
(3.2) 
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En este modelo se adopta la hipótesis que el daño comienza cuando la deformación 
equivalente alcanza un valor de referencia de deformación , determinado en ensayos de 
tracción uniaxial, y asociado con el valor de esfuerzo normal máximo a tracción  
(Figura 3.3). 
 
 
Figura 3.3. Modelo de Mazars. (a) Curva esfuerzo-deformación uniaxial, (b) función de daño (Luc-
cioni 2003) 
 
Debido a la diferencia entre la resistencia del concreto en tracción y compresión unia-
xial, se definen dos variables independientes de daño escalar a tracción dt y a compresión 
dc, cuyos valores dependen de los parámetros y de la deformación equivalente del material.  
Las relaciones para determinar esos valores resultan del ajuste de las curvas esfuerzo-
deformación obtenidas en ensayos de tracción y compresión uniaxial.  Las variables de da-
ño dt y dc pueden determinarse de la siguiente manera: 
 
  
  
 

    
(3.3) 
  
  
 

   
(3.4) 
 
Donde At y Bt son parámetros característicos del material sometido a tracción uniaxial, 
Ac y Bc son parámetros característicos del material sometido a compresión uniaxial median-
te ensayos de cilindros, y  es la deformación elástica límite. 
 
Para los estados combinados de esfuerzos, se propone una variable de daño determinada 
por una combinación lineal entre  y  dada por: 
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     (3.5) 
 
Donde los coeficientes  y  representan la contribución de las solicitudes de tensión 
y compresión respectivamente y su suma es igual a la unidad. 
 
Por último, la relación constitutiva se expresa como: 
      (3.6) 
3.4.2. Modelo constitutivo de Borderie, Mazars & Pijaudier-Cabot  
(1991) 
Este modelo supone que el material es elástico frágil.  Al formular el modelo de Leborde-
rie, Mazars & Pijaudier-Cabot se define un conjunto de variables de estado y de variables 
asociadas a las variables de estado las cuales son:  
 
Variables de estado: Dentro de este grupo se encuentran los esfuerzos , y las varia-
bles de daño Dt y Dc. 
 
Variables asociadas: Asociada al esfuerzo se encuentra la deformación , a las varia-
bles de daño se asocian Yt y Yc que representan la tasa de energía liberada durante la evolu-
ción del daño y Zt y Zc que controlan el proceso de endurecimiento del material. 
 
Las relaciones entre las variables de estado y las variables asociadas están dadas por un 
potencial de estado de las cuales se derivan las relaciones constitutivas.  Las variables se 
derivan del potencial y se definen las variables asociadas en función de las variables de 
estado, como por ejemplo el tensor de deformaciones resulta de: 
    
 

     
(3.7) 
 
Donde  es el potencial de energía libre,  es el tensor de deformaciones elásticas y 
 es el tensor de deformaciones inelásticas.  Las variables asociadas a las variables de 
daño se definen como: 
 



  
 
 (3.8) 
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 



  
 
 (3.9) 
 
Donde y  son respectivamente la parte positiva y negativa del tensor de esfuerzos 
principales (expresión (3.11) y (3.12) respectivamente), E0 es el módulo de Young y y  
son parámetros inelásticos.  Las variables asociadas a las variables de endurecimiento pue-
den definirse como: 
 
 


  



 
     (3.10) 
 
 
  
  
  
 (3.11) 
 
 
    
    
    
 (3.12) 
 
Donde    son parámetros definidos para el material, cuando i=1 valores para 
tensión e i=2 valores para compresión. 
 
Si Yi < Zi  Di = 0  Respuesta elástica lineal, si no Di  0.  Como alternativa, basada 
en la evidencia experimental, Borderie propone la siguiente ley para la evolución de daño:  
 
  

     
 (3.13) 
 
Los parámetros elásticos son identificados en las pruebas de compresión simple, mien-
tras que los parámetros inelásticos  y  son  determinados a través de ensayos de trac-
ción y compresión con deformación controlada con ciclos de carga y descarga (Ramtani 
1990).  Los parámetros que aparecen en las leyes de evolución de las variables de daño 
pueden ser determinadas en los mismos ensayos. 
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3.4.3. Modelo de daño isotrópico Tao & Phillips (2005) 
Considerando un cuerpo deformable bajo una carga estática y sometido a daño progresivo.  
La energía elástica por unidad de volumen, U, del cuerpo es una función del tensor elástico 
de deformación , la entropía  y una variable interna de daño D, es decir: 
 
       (3.14) 
 
Donde   es la energía elástica del material virgen.  La variable de daño D puede 
ser una valor escalar o tensorial.  El carácter escalar implica que el daño es isotrópico e 
ignora la influencia de la orientación de los micro-defectos. 
 
Para obtener las relaciones constitutivas termodinámicas, la segunda ley de la termodi-
námica es fundamental.  A partir de esta ley la desigualdad de Clausius-Duham para el pro-
ceso irreversible está dada por: 
 
  

   (3.15) 
 
Donde Q es el flujo de calor, es decir la disipación de energía mecánica,  es la tempe-
ratura y  es el operador gradiente. 
 
Según la primera ley de la termodinámica, el cambio de energía en el concreto se escri-
be como: 
 
      (3.16) 
y 
 

 

 

  (3.17) 
 
Sustituyendo las expresiones (3.13) y (3.14) en (3.12) : 
 


   

 

  

   
(3.18) 
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Para un sistema isotérmico y elástico,  es independiente de .  Con el fin que la de-
sigualdad se mantenga para cualquier valor de  y  y un estado termodinámico dado, se 
requiere que: 
 
 

  (3.19) 
 

 
(3.20) 

    
(3.21) 
 
Donde Y es una fuerza termodinámica. 
 
Analogamente con la definición de superficie de fluencia y la ley de flujo plástico en la 
teoría de la plasticidad, se define, para un proceso isotérmico, la superficie de daño f  como 
una función de la fuerza termodinámica Y y el parámetro de daño D: 
 
          (3.22) 
 
Donde  es el umbral de daño inicial.  La superficie inicial de daño cambia por medio 
de una ley de evolución definida por un parámetro de endurecimiento/ablandamiento Z. Z 
es expresado por: 
 
 



 


 (3.23) 
 
En donde a y b son dos constantes del material que son calibradas por medio de ensayos 
de tracción y compresión uniaxial en el concreto. 
 
Consecuentemente, el parámetro de daño D se obtiene de las expresiones (3.21) y (3.22) 
como: 
 
  

     
 (3.24) 
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Para el caso de daño biaxial, es claro que la resistencia del concreto a la tensión y a la 
compresión son significativamente diferentes.  Cuando el concreto es sometido a un ciclo 
de cargas biaxiales se puede presentar tanto el daño a tensión como a compresión.  Por lo 
tanto, se requieren dos variables para representar el daño tanto a tensión como a compre-
sión Dt y Dc.  Los parámetros de daño a tensión y compresión son ponderados de la forma: 
   
 
   

 (3.25) 
 
Donde  y  denotan la parte positiva y negativa del tensor de esfuerzos principales, 
respectivamente.    es la suma de los valores absolutos de las componentes del esfuer-
zo principal.  El multiplicador de daño  para el caso biaxial está definido como: 
 
  

  (3.26) 
 
Donde e es la base de los logaritmos naturales y c y d pueden considerarse como dos 
constantes del material. 
 
Las fuerzas termodinámicas Yt y Yc para tensión y compresión, respectivamente, y el 
tensor de esfuerzos  son obtenidos como: 
 
 

 
       (3.27) 
 
 

 
       (3.28) 
 
     
  
  
(3.29) 
 
Donde  es el tensor constitutivo del material,  es el delta de Kronecker y  es la de-
formación media. 
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En la Figura 3.4 se ilustra el inicio del daño en 6 estados de esfuerzo diferentes median-
te el modelo de Tao & Philips, y su comparación con las superficies de fallo experimental 
propuesta por Kupfer (1969), en donde  es la resistencia a la compresión del concreto. 
 
 
 
Figura 3.4. Superficie de carga biaxial del concreto.[Tao & Philips 2005] 
 
3.4.4. Modelo de Simo y Ju (1987) 
Este modelo considera la energía libre como: 
 
     (3.30) 
 
Donde  es una función convexa en el espacio de deformaciones que representa a la 
energía libre elástica, de la forma     . 
 
En este modelo se define una deformación equivalente  como una norma del tensor de 
deformaciones sin daño: 
 
   (3.31) 
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El dominio elástico en el espacio de las deformaciones está definido por: 
         (3.32) 
Por tanto, la condición de daño establece que el daño se inicia cuando la norma energé-
tica del tensor de deformaciones  excede el umbral de daño inicial   .  En la Figura 
3.5 se representa la superficie de umbral de daño inicial en el espacio de esfuerzos principa-
les. 
 
 
Figura 3.5. Superficie umbral de daño en el espacio de esfuerzos principales [Luccioni 2003] 
 
La regla de evolución de la variable de daño se define como: 
 
    (3.33) 
   (3.34) 
Donde    es el factor de consistencia de daño que define las condiciones de car-
ga/descarga de acuerdo a las relaciones de Kuhn-Tucker. 
 
Las funciones de Simo y Ju (1987) son apropiadas para materiales con comportamientos 
similares a tensión y a compresión.  Para el caso de materiales que presentan comporta-
mientos diferenciados en tensión y compresión la función de umbral de daño debe diferen-
ciarse en cada uno de los estados como lo hace la función utilizada por Barbat (1997) y 
Hanganu (2002): 
  
  
Capítulo 3 Modelos constitutivos para el concreto                                                    57 
 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
 
      



 (3.35) 
Donde n es la relación entre los umbrales de daño en compresión y en tracción uniaxial 
es decir     y  es la variable de daño interna. Esta función tiene la propiedad de ser 
una función homogénea de primer orden en las componentes del tensor de esfuerzos efecti-
vos.  En la Figura 3.6 se muestra la superficie umbral de daño en el espacio de esfuerzos 
principales. 
 
 
Figura 3.6. Superficie umbral de daño en el espacio de esfuerzos principales planteada por Barbat 
(1997) y Hanganu (2002). [Luccioni 2003] 
 
Una forma alternativa para la superficie de fluencia planteada por Oliver (1990) se defi-
ne como: 
       (3.36) 
 
 


 (3.37) 
 
 

     
(3.38) 
 
  
  
  
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En la figura se ilustra la superficie umbral de daño en el espacio de esfuerzos principa-
les: 
 
 
Figura 3.7. Superficie umbral de daño en el espacio de esfuerzos principales planteada por Oliver, 
Cervera et al. (1990). [Luccioni 2003] 
 
 
 
 
 
  
  
  
Capítulo 4                                                                                                                                                               
Formulación del modelo de daño 
implementado 
4.1. Introducción 
En este capítulo se describe el modelo constitutivo de daño continuo, escalar e isótropo, 
considerando resistencias uniaxiales diferentes a la tracción y a la compresión del material 
(Oliver, Cervera et al. 1990).  
 
A continuación se presentan las ecuaciones en términos de la formulación por teoría del 
daño mediante una función que determina el dominio elástico y la degradación diferenciada 
entre tracción y compresión, un conjunto de leyes de ablandamiento y endurecimiento y la 
evolución de los esfuerzos y las deformaciones. 
4.2. Elementos del modelo de daño 
4.2.1. Criterio de daño 
El criterio de daño distingue entre dos estados: uno elástico que se encuentra en el interior 
del dominio delimitado por el llamado criterio de daño en el espacio de las deformaciones 
principales (o de los esfuerzos principales) y otro estado en el cual se presenta el proceso de 
degradación de las propiedades del material. 
 
Para un estado de esfuerzo  cuyos valores principales son ,  y , se define la fun-
ción de daño de la forma: 
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       (4.1) 
Donde  es la norma de  en la métrica definida por , es decir    y q 
es la variable interna tipo esfuerzo.  La superficie de daño en el espacio de los esfuerzos 
principales identifica a todo estado de esfuerzos en condición de daño del material de la 
forma: 
            (4.2) 
Donde q determina el umbral de la superficie de daño en el espacio de los esfuerzos 
principales, el cual cambia después de alcanzada la resistencia uniaxial del material. 
 
Sea un estado de deformaciones , se define la función de daño como: 
       (4.3) 
Donde r es la variable interna tipo deformación, la cual representa el umbral de la su-
perficie de daño en el espacio de las deformaciones principales.  La norma de deformacio-
nes  es una medida escalar del tensor de deformación (Figura 4.1).  Esto permite definir 
los conceptos de carga, descarga y recarga.  Esta norma debe ser una función escalar y debe 
ser positiva.   La expresión (4.3) representa una superficie límite en el espacio de las de-
formaciones.  El daño en el material se verifica cuando el valor de la norma de deformacio-
nes supera el valor de la variable interna de daño inicial como se indica en la Figura 4.1 b. 
 
 
 
Figura 4.1. Criterio de daño a) evolución de la superficie de daño, b)evolución de r y  
 
 
  
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4.2.2. Variable de daño 
La variable de daño se introduce en el modelo utilizando el concepto de esfuerzo efectivo 
de Kachanov (1958) y el principio de deformación equivalente. 
 
Para los modelos de daño formulados en la mecánica de medios continuos, la variable 
de daño es indicativa  del índice de degradación de la rigidez del material.  De este modo 
toma el valor de cero con el material virgen y de uno cuando se ha degradado totalmente.  
Así puede expresarse matemáticamente para un instante de tiempo t  y en la dirección nd 
(Figura 4.2) como: 
 
 

     
(4.4) 
 
donde  el área de la intersección de un plano con el elemento de volumen y  el 
área efectiva de la intersección de todos los microvacíos en el elemento con dS. 
 
 
 
 
Figura 4.2. Descripción del daño a) elemento diferencial de volumen no dañado, b)elemento diferencial 
de volumen dañado. (Linero 2006) 
 
La variable de daño d en función de las variables internas tipo esfuerzo q y tipo defor-
mación r está dada por: 
 
  

 
(4.5) 
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4.2.3. Energía libre 
La energía libre de Helmholtz por unidad de volumen puede escribirse como: 
 
     
  

  
(4.6) 
 
donde  es el tensor constitutivo tangente,  es el tensor de deformaciones y  es la 
densidad de energía libre elástica por unidad de volumen. 
 
De acuerdo con la segunda ley de la termodinámica y la ecuación de Clausius-Plank 
considerando deformaciones infinitesimales y temperatura constante, se establece que la 
disipación mecánica de la energía por unidad de volumen  cumple con la siguiente de-
sigualdad (Simo & Ju 1986): 
      (4.7) 
 
Sabiendo que         y a demás   , la expresión anterior  
puede escribirse como: 
 
         (4.8) 
 
De acuerdo con el método de Colleman, una condición suficiente para asegurar una di-
sipación no negativa   , es: 
 
   (4.9) 
4.2.4. Ecuación constitutiva 
Según el principio de equivalencia de deformaciones (Capítulo 2), se puede escribir la si-
guiente ley unidimensional del comportamiento del material: 
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        (material no dañado) (4.10) 
 
Derivando la densidad de energía libre de Helmholtz con respecto al campo de la de-
formación de la expresión (4.6) se obtiene una ecuación constitutiva de la forma 
 
            (material dañado) (4.11) 
 
De la ecuación anterior y del concepto de equivalencia de deformaciones (Capítulo 2), 
se extrae una expresión para el tensor de esfuerzo efectivo como: 
 
    (4.12) 
4.2.5. Variable interna de daño 
La variable interna de daño tipo deformación o simplemente variable interna de daño r es-
tablecida para una condición inicial está dada por: 
 
 


 (4.13) 
 
Expresión obtenida del estado de esfuerzos sobre la superficie de daño para un ensayo 
uniaxial cuya resistencia es  y su módulo de Young es E. 
 
De la ley de evolución de la variable interna de daño r y las condiciones de carga y des-
carga, se establece el carácter creciente de dicha variable.  Por lo tanto r se puede integrar 
de forma cerrada como (Figura 2-4): 
 
         (4.14) 
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4.2.6. Norma de deformaciones 
La norma  es una función escalar que indica el estado de deformación y determina el do-
minio elástico del modelo (Figura 2-5).  El modelo desarrollado (Oliver, Cervera et al. 
1990) representa la degradación de un material con resistencias a tracción y compresión 
diferentes, donde la resistencia a la compresión  es  veces la resistencia a tracción , 
de esta forma la norma de deformaciones se define como: 
 
      (4.15) 
 
Donde: 
 
 








 (4.16) 
 
 
Siendo   el valor absoluto del esfuerzo  y el símbolo   es el paréntesis de Macau-
ley definido como: 
 
 

    
(4.17) 
4.2.7. Leyes de evolución de las variables 
En los problemas en los que interviene la teoría de las variables internas es necesario defi-
nir la ley de evolución de las mismas.  En el problema de daño, la ley de evolución de la 
variable interna está dada por: 
 
 

     
(4.18) 
 
Donde  es una función escalar no negativa conocida como parámetro de consistencia y 
se utiliza para definir las condiciones de carga, descarga y recarga a través de las condicio-
nes de Kuhn-Tucker. 
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Si       , el material no presenta fenómenos de daño y se encuentra en un 
proceso elástico, en el caso que   , el material se encuentra en un proceso de degrada-
ción.  La ley de evolución de la variable de daño se define como: 
 
 



 

 
(4.19) 
 
Si    y            (según sea el caso), por tanto 
nos encontramos en un régimen elástico de carga, un régimen de descarga elástica o un 
régimen carga neutra y la superficie de fluencia no cambia tal como se muestra en la Figu-
ra 4.3. 
          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.3. Identificación del estado de carga. a) régimen elástico, b) régimen de descarga elástica,       
c) carga neutra 
 
Si    ,           , por tanto nos encon-
tramos en un régimen de carga de daño, y la superficie de fluencia varia tal como se mues-
tra en la Figura 4.4. 
 
   
 
   
 
   
 
 
   
   
   
   
  
 
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Figura 4.4. Identificación del estado de carga. Régimen de carga de daño 
 
En el caso de la norma de deformaciones la tasa se obtiene derivando la ecuación (4.15) 
con respecto al tiempo, de la forma: 
 
 

   


   (4.20) 
4.2.8. Ecuación constitutiva tangente 
El tensor constitutivo tangente  de daño se obtiene considerando la variación temporal 
de la ecuación constitutiva (4.11) 
 
        (4.21) 
 
Reemplazando en la ecuación anterior la ley de evolución de la variable de daño (4.19) 
se obtiene: 
 
     

  
(4.22) 
 
En condición de comportamiento elástico o descarga       , sustituyendo lo 
anterior y la ecuación (4.5) en la expresión (4.22). 
 
 
   
 
   
 
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 

   (4.23) 
donde, 
 

  (4.24) 
Para la condición de cargas inelásticas    y          , por lo tanto  
puede escribirse de la forma, 
 
  

   


   (4.25) 
 
Derivando la ecuación (4.5) con respecto a r se obtiene que: 
 
  
  
 
(4.26) 
 
De esta forma, reemplazando (4.25) y (4.26) en (4.21): 
 
 

 
  


   


   (4.27) 
 
Donde la ecuación constitutiva  puede escribirse como: 
 
 

 
  


   
   (4.28) 
 
En donde: 
   (4.29) 
 
Para el caso de problemas bidimensionales, remplazando las expresiones de los esfuer-
zos principales en la ecuación (4.13) se tiene que: 
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  




  




 (4.30) 
 
Las derivadas de  vienen dadas por las siguientes componentes del tensor de segundo 
orden: 
 
 
   
   
 (4.31) 
 
   





  

  

 (4.32) 
 
   





  

  

 (4.33) 
 
   



  
  

 (4.34) 
 
Para un estado plano de esfuerzos los valores del tensor  y las derivadas de  son: 
 
Para                 
Para                   
Para                     en 2D: 
                          
 
Para un estado bidimensional donde: (     , el dominio elástico es  ve-
ces más grande que el definido para el caso de (     como se observa en la 
Figura 4.5.a.  Cuando  es positivo y  es negativo o viceversa se produce una transición 
aproximada definida por el factor . (Linero 2006) 
 
A diferencia de los modelos de plasticidad, en el modelo de daño utilizado no es necesa-
rio que el dominio elástico sea convexo para conservar unicidad en la solución, por tanto, la 
superficie de daño no convexa mostrada en la Figura 4.5.a, es admisible para este modelo 
constitutivo (Linero 2006). 
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Figura 4.5. Modelo de daño diferenciado a tensión y compresión, a) superficie de daño, b) curva es-
fuerzo deformación uniaxial. (Linero 2006) 
4.2.9. Cálculo de q(r) según ley de endurecimiento. 
 
Los datos de entrada para el cálculo de q(r) son: Variable interna de daño r, variable interna 
de daño inicial r0, indicador de tipo de endurecimiento 0 para endurecimiento lineal y 1 
para endurecimiento exponencial, exponente de la función de endurecimiento exponencial 
A y el módulo de endurecimiento H. 
 
Procedimiento: 
 
 Establecer el valor límite de la variable q en endurecimiento o en ablandamiento. 
 
    
	   
    
	   
(4.35) 
 Calcular el valor de q para el caso de endurecimiento exponencial. 
          


 (4.36) 
 Calcular el valor de q para el caso de endurecimiento lineal. 
         (4.37) 
Siendo H una función de r. 
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4.2.10. Cálculo de H(r) según la ley de endurecimiento 
Los datos de entrada para el cálculo de H(r) son: Variable interna de daño r, variable inter-
na de daño inicial r0, indicador de tipo de endurecimiento 0 para endurecimiento lineal y 1 
para endurecimiento exponencial, exponente de la función de endurecimiento exponencial 
A y el módulo de endurecimiento H. 
 
Procedimiento: 
 
 Establecer el valor límite de la variable q en endurecimiento o en ablandamiento. 
       
    
	   
(4.38) 
 Calcular el valor de H para el caso de endurecimiento exponencial. 
   
  

   


 (4.39) 
 Mantener el valor de H para el caso de endurecimiento lineal. 
    (4.40) 
4.3. Algoritmo de integración del modelo constitutivo 
Una vez plantado el modelo constitutivo de daño, se enumeran los pasos básicos y se des-
cribe a continuación el algoritmo de integración. 
 
 A partir de las deformaciones y la variable de daño interna en el paso n+1.  
   
 
 Cálculo de los esfuerzos efectivos en el paso n+1. 
 
 
 Evaluación de la norma de deformaciones. 
 
 
 Cálculo de la evolución del daño. 
    
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 Verificación del criterio de daño y cálculo de ecuación constitutiva. 
                  
      
                 
      
 
 Fin del proceso de integración de la ecuación constitutiva. 
4.3.1. Proceso de cálculo de esfuerzos y ecuación constitutiva 
tangente 
A continuación se presentan los datos de entrada y datos de salida del cálculo de esfuerzos 
y de la matriz constitutiva tangente respectivamente. 
 
 Los datos de entrada para el cálculo de los esfuerzos y de la ecuación constituti-
va tangente son: El vector de deformaciones , cociente entre  . 
 
 Los datos de salida del cálculo son: El vector de esfuerzos efectivos en n+1  , 
el vector de esfuerzos en n+1  , el cociente entre  , el vector de defor-
maciones en n+1  y matriz constitutiva tangente . 
 
En este apartado se utiliza la notación de Voigt equivalente a la notación tensorial pre-
sentada anteriormente.  A continuación se explica el proceso de cálculo del vector de es-
fuerzos y la matriz constitutiva tangente : 
 
I. Calcular la variable interna inicial . 
 
 


 (4.41) 
 
II. Calcular la variable interna  en el tiempo n. 
 
     (4.42) 
 
III. Imponer el valor mínimo de la variable interna  
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       (4.43) 
  
IV. Calcular la matriz constitutiva elástica. 
 
  
   
     
 
  
     
 

    
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
(4.44) 
 
V. Calcular los esfuerzos efectivos a partir de las deformaciones en el tiempo n+1 
 
     (4.45) 
 
VI. Calcular esfuerzos principales  
 
 
  


 

 
 
  
   
 
  
   
(4.46) 
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VII. Calcular factor   
 
Para           
Para            
Para                 : 
  




  





(4.47) 
 
VIII. Calcular norma de deformaciones en tiempo n+1 
        (4.48) 
IX. Calcular variable interna de prueba en n+1 
    (4.49) 
X. Establecer si hay régimen de carga 
      
 Actualizar variable interna en el instante n+1 
   (4.50) 
 Actualizar la variable q tal como se muestra en el apartado 4.2.9. 
 
 Calcular el índice de daño d en el instante n+1 
  

 
 (4.51) 
 Calcular el módulo de endurecimiento/ablandamiento H según apartado 
4.2.10. 
 
XI. Establecer si hay régimen elástico o descarga.  
      
 Mantener la variable interna en el instante n+1 
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   (4.52) 
XII. Calcular el vector de esfuerzos 
      (4.53) 
XIII. Actualizar el cociente entre la variable interna en n+1 y la variable interna en 0. 
 
 


 (4.54) 
XIV. Calcular vector A 
 
Para               
Para               
 
Para                 : 
   





  

  

 
   





  

  

 
   



  
  

 
 
     
(4.55) 
 
XV. Determinar el tensor constitutivo tangente 
 
 Carga elástica o descarga 
      (4.56) 
 Carga inelástica 
 

  
  


    
   
 
(4.57) 
 
Capítulo 5                                                                                                                                                                
Implementación del modelo en el 
método de los elementos finitos 
5.1. Introducción 
En el presente capítulo inicialmente se hace una breve descripción del método de los ele-
mentos finitos los distintos métodos para obtener la solución de problemas no lineales.  
Finalmente, se presenta el programa de elementos finitos a código abierto HYPLAS donde 
se implemento el modelo desarrollado y se describe el programa de pre y postproceso gráfi-
co GID®. 
 
A continuación se muestra la implementación del modelo de daño continuo para elementos 
triangulares lineales. 
5.2. Método de los elementos finitos 
El método de los elementos finitos es una técnica general de aproximación de problemas 
continuos con las siguientes características (Frías 2004): 
 
 El medio continuo se divide en un número finito de elementos, cuyo comporta-
miento se especifica por medio de unos parámetros finitos asociados a ciertos 
nodos, estos nodos son los puntos de unión del elemento finito y sus adyacentes 
Figura 5.1. 
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 La solución del sistema completo sigue la regla de los problemas discretos.  El 
sistema completo se forma con el ensamblaje de los elementos.  De esta forma 
se consigue pasar en un sistema continuo, que es regido por una ecuación dife-
rencial o un sistema de ecuaciones diferenciales, a un sistema con grados de li-
bertad finitos cuyo comportamiento se modela por un sistema de ecuaciones li-
neales y no lineales.  El comportamiento en el interior de cada elemento queda 
definido a partir del comportamiento de los nodos mediante las funciones de 
forma. 
 
 
 
Figura 5.1. Representación esquemática de un dominio global y su subdivisión en dominios locales a) 
Sistema continuo, b) modelo discreto, c) elemento finito. 
 
 
A continuación se presentan los pasos que se requieren para la solución numérica im-
plementando el método de los elementos finitos: 
 
Se discretiza el dominio en elementos, cuyo número y tamaño dependen de las condi-
ciones del problema.  Los elementos suelen ser rectos para el caso unidimensional, para el 
caso bidimensional se usan triángulos, rectángulos, cuadriláteros y paralelogramos y para el 
caso tridimensional se usan tetraedros, prismas rectangulares y exaedros. La precisión de la 
solución depende de la cantidad de elementos que se usen, entre mayor número más precisa 
la solución. 
 
Dentro de cada elemento se propone una solución.  Para representar dicha solución, se 
pueden usar funciones que pueden ser polinomiales conocidas como funciones de forma.  
Estas funciones de forma deben cumplir ciertas condiciones básicas: 
 
 Tienen que ser funciones continuas en el interior de cada elemento. 
 Tienen que ser continuas en el contorno de cada elemento. 
 Tienen que formar polinomios completos. 
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A partir de la formulación débil de las ecuaciones del problema, haciendo uso de méto-
dos integrales de minimización o métodos variacionales, como el método de los trabajos 
virtuales, se encuentran las ecuaciones matriciales para cada elemento. 
 
Debido que las ecuaciones se obtienen para cada elemento, se ensamblan las ecuaciones 
para obtener un sistema global de ecuaciones para el continuo.  Una vez obtenido esto se 
utilizan distintos métodos numéricos para la obtener la solución matricial. 
 
Para la solución no lineal, se emplean los métodos Newton-Raphson o el método de 
longitud de arco. 
5.2.1. Principio del trabajo virtual 
El principio de trabajos virtuales establece que un cuerpo se encuentra en equilibrio elástico 
si el trabajo virtual realizado por las acciones internas  y externas  es nulo: 
 
      (5.1) 
 
El trabajo virtual externo es aquel realizado por las fuerzas externas reales   y   
(fuerzas másicas y de contorno respectivamente) con un desplazamiento virtual  . 
 
     

    

 (5.2) 
 
El trabajo virtual interno por unidad de volumen es igual al trabajo realizado por el es-
fuerzo asociado a desplazamientos virtuales por unidad de volumen (Linero 2010). 
 
     

 (5.3) 
 
Sustituyendo las ecuaciones (5.3) y (5.4) en (5.2) se tiene que la ecuación que describe 
el principio del trabajo virtual en un sólido es: 
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   

    

    

  (5.4) 
 
Sea un sólido cuyo volumen V es aproximadamente igual a la sumatoria de los m sub-
dominios Ve de cada elemento finito, el principio de los trabajos virtuales se puede expresar 
de la forma: 
 
   

    

    



  (5.5) 
 
El vector de desplazamiento real   y virtual   en el interior de cada elemento finito 
está dado por: 
 
        
     
 
       
(5.6) 
 
Donde   es la matriz de funciones de forma y   es el vector de los desplazamientos 
nodales del elemento finito de los elementos considerados. 
 
El vector de deformación en el elemento se obtiene de la aplicación del operador dife-
rencial   sobre el vector de desplazamiento de la forma: 
 
 
 
 
 
 
        
     
 
       
(5.7) 
 
  es la matriz de operadores diferenciales actuando sobre las funciones de forma, es 
decir,     . 
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Se observa que a partir de la definición del vector  , la expresión dada por las fuer-
zas internas queda como: 
 
   

      



 (5.8) 
  
De la misma forma para el trabajo virtual externo se define que: 
 
   

      



 (5.9) 
 
   

      



 (5.10) 
 
Remplazando las expresiones (5.9), (5.10) y (5.11) en (5.6) 
 
      

    

    

 


  (5.11) 
 
Por lo tanto la ecuación de equilibrio queda de la forma: 
 
         (5.12) 
 
En donde   es el vector de fuerzas externas obtenidas por      
    . 
5.2.2. Vector de fuerzas residuales 
En la solución de problemas no lineales se establece que la parte izquierda de la ecuación 
de equilibrio (5.13) es igual a un vector de fuerzas residuales    que tienden a cero en 
la medida que el campo de los desplazamientos nodales   sea la solución del problema. 
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             (5.13) 
 
Si solo se considera la no linealidad causada por el material se tiene que: 
 
            (5.14) 
 
La representación de las fuerzas residuales para el caso lineal y el no lineal se muestra 
en la Figura 5.2. 
 
 
 
       
Figura 5.2. Representación gráfica de la fuerza residual a) caso lineal, b) caso no lineal 
 
5.3. Métodos de solución 
Con el método de elementos finitos se pueden presentar diferentes fuentes de no linealidad.  
El primer tipo es el caso de no linealidad producida por el material que da lugar a leyes 
constitutivas no lineales, un segundo tipo son las no linealidades generadas por la cinemáti-
ca del sólido y un tercer tipo de no linealidad formada por las dos linealidades anteriores de 
manera conjunta. 
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La no linealidad del material se presenta cuando los esfuerzos y las deformaciones no 
son linealmente dependientes, a pesar que la hipótesis de pequeñas deformaciones sigue 
siendo válida.  La no linealidad asociada a la cinemática del sólido se observa cuando la 
relación entre los campos de la deformación y del desplazamiento no es lineal, es decir, 
bajo consideraciones de grandes deformaciones o grandes desplazamientos. 
 
Una de las soluciones al problema no lineal mediante el método de elementos finitos se 
realiza por medio de métodos iterativos como el método de Newton-Raphson y el método 
de Longitud de Arco entre otros (Hrllweg & Crisfield 1998), (Molina & Alarcon 1988), 
(Müller 2006), (Reddy 2004). 
 
5.3.1. Método de Newton-Raphson 
El método de Newton-Raphson es probablemente el método de más rápida convergencia 
para la solución de problemas no lineales . 
 
El método de Newton-Raphson, para la solución del sistema no lineal representado en la 
expresión (5.9), se basa en suponer que si se conoce una solución aproximada del problema 
   , se puede obtener una solución           aproximando la 
función residual     por otra definida a partir de una serie truncada de Taylor 
(Zienkiewicz & Taylos 2002): 
 
          

   
   (5.15) 
 
        (5.16) 
 
Donde   es la matriz de rigidez tangente y está dada por      .  Se re-
quiere que    sea prácticamente nulo, de modo que hay que seguir iterando hasta ob-
tener un valor suficientemente cercano a cero. 
 
La expresión (5.10) da inmediatamente la corrección iterativa en la forma: 
 
     (5.17) 
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En el contexto multidimensional, el método de Newton-Raphson involucra soluciones 
repetitivas de la ecuación (5.18) donde la matriz de rigidez tangente   y la carga de des-
balance   son actualizadas en cada ciclo.  El proceso de solución busca reducir la carga 
de desbalance y en consecuencia tiende a que   sea cero, donde: 
 
    


 (5.18) 
 
En la Figura 5.3 puede verse una representación gráfica del método y como en cada pa-
so es necesario resolver un nuevo sistema de ecuaciones lineales para  . 
 
El método de Newton-Raphson requiere que la tangente de la curva  sea calculada en 
cada iteración.  Según el tipo de problema esto puede ser bastante extenso por tanto costoso 
computacionalmente.  En este caso podría usarse en método de Newton-Raphson Modifi-
cado. 
 
 
 
Figura 5.3. Método de Newton-Raphson 
5.3.2. Método de Newton-Raphson Modificado 
El método de Newton-Raphson Modificado utiliza fundamentalmente el mismo algoritmo 
de Newton-Raphson, solo que remplaza la rigidez variable por una rigidez constante entre 
iteraciones.  Las ecuaciones del método toman la siguiente forma: 
 
 
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  

 (5.19) 
 
La  matriz tangente de aproximación estaría dada por: 
 
      (5.20) 
 
A partir de la expresión (5.14), se pueden generar dos posibilidades, escoger   como 
la matriz correspondiente a la primera iteración (Figura 5.4), o puede ser correspondiente a 
algún paso de carga previo   (Figura 5.5).  
 
 
 
 
Figura 5.4. Método de Newton-Raphson Modificado con tangente al inicio del incremento 
 
 
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Figura 5.5. Método de Newton-Raphson Modificado con tangente al inicio del problema 
 
5.3.3. Inconvenientes del método de Newton-Raphson 
Un punto crítico es aquel valor de x que hace que la primera derivada de una función sea 
   .  El método de Newton-Raphson se indetermina en los puntos críticos por haber 
una división por cero.  En un punto crítico, este método es ineficaz debido a que la recta 
tangente nunca cruza el eje de las abscisas y no se obtiene un nuevo valor de x, como se 
indica en la Figura 5.6. 
  
 
       
Figura 5.6. Puntos críticos de una función 
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Otro inconveniente es cuando la función tiene raíces repetidas, dichas raíces también 
pueden ser un punto crítico o un punto de inflexión. 
 
Naturalmente, este método funciona para obtener las raíces reales de las funciones, más 
no raíces complejas.  Las raíces complejas nunca cruzan el eje de las abscisas y su compor-
tamiento en las funciones producen puntos críticos. 
 
Estos inconvenientes se relacionan con el problema mecánico con elementos finitos pa-
ra el caso particular de este trabajo en el momento en que en un problema se impongan car-
gas y se trabaje con una curva de ablandamiento, en el momento de cambio de pendiente de 
la curva se presentará el inconveniente con el método de Newton-Raphson. 
 
En el caso en que se presenten estos inconvenientes, se emplea en este trabajo de inves-
tigación como método alternativo el método de la Longitud de Arco. 
5.3.4. Método de Longitud de Arco 
En el método de longitud de arco la trayectoria de equilibrio está formada por el conjunto 
de todos los factores de carga y vectores de desplazamiento   en el momento que satis-
facen el equilibrio (de Souza et al. 2008). 
 
La principal diferencia entre el método de Longitud de Arco y el método de Newton-
Raphson es la introducción de un parámetro multiplicador de la carga total aplicada () de 
carga como una variable independiente.   
 
En un intervalo de tiempo    se define el factor de carga incremental como 
    .  Tal factor es ahora una variable que se incluye en la ecuación de residuo 
de la forma: 
 
         

   (5.21) 
 
Por lo tanto, el método de longitud de arco requiere una ecuación adicional que limite la 
“longitud” de la solución incremental. 
 
Método de longitud de arco cilíndrico: En este caso, la ecuación de restricción requiere 
que la norma Euclidiana  de la convergencia de los desplazamientos incrementales, es de-
cir, la solución del equilibrio al final del incremento se encuentra en la intersección entre la 
curva y un cilindro en el espacio   .  Las posibles intersecciones son denotadas como 
A y B. (Figura 5.7). 
86                                                               Modelación Numérica del Concreto Simple con Elementos Finitos 
Usando un Modelo Constitutivo de Daño 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
 
 
Como ecuación de vínculo, Crisfield propone una superficie en el espacio N-
dimensional de la forma: 
 
     (5.22) 
 
Donde   y   son los incrementos del desplazamiento y del factor de carga con-
vergidos (en el paso anterior) y  es la longitud prescrita para la solución incremental. 
 
 
       
Figura 5.7. Método de Longitud de Arco cilíndrico. (de Souza 2008) 
5.4. Uso del programa GID® 
GID® es una herramienta comercial de pre y post procesamiento gráfico que se utiliza para 
la definición, preparación y visualización de los problemas relacionados con la simulación 
numérica, por tanto no cubre directamente la fase de cálculo.  Sin embargo, con el módulo 
de pre proceso se pueden generar fácilmente archivos de datos que admiten otros progra-
mas de cálculo, esto incluye definición de geometría, materiales, condiciones de borde, 
información de la solución y otros parámetros.  Una vez realizado el cálculo, el programa 
GID® permite realizar el post proceso, es decir la visualización de los resultados. (CIMNE 
1998). 
 
Capítulo 5 Implementación del modelo en el método de los elementos finitos                                87 
 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
 
5.4.1. Pre proceso 
La geometría puede ser definida empleando las herramientas de dibujo del programa.  Los 
problemas planos analizan superficies contenidas en un plano Z=0, y los sólidos analizan 
los volúmenes.  Los volúmenes son generados a partir de superficies que lo delimitan, las 
superficies a partir de líneas y las líneas a partir de puntos. 
 
Una vez definida la geometría, se debe elegir el tipo del problema a resolver, el cual se 
selecciona en el menú “Data”.  Para este caso se debe elegir la opción “HYPLAS”, al selec-
cionar este tipo de problema, el programa carga las definiciones generales de las condicio-
nes de contorno y datos particulares a los modelos constitutivos que se vayan a implemen-
tar. 
 
Antes de definir la geometría es necesario adoptar un determinado sistema de unidades 
de medida.  De igual manera, al definir características del material y valores de carga estos 
deben estar asociados al mismo sistema de unidades.  Es por ello necesario ser coherentes 
con el sistema a adoptar, de tal forma que se obtengan resultados análogos.  
 
Posteriormente se debe generar la malla de elementos finitos.  GID® cuenta con una op-
ción de generación automática de mallas que proporciona varias posibilidades, entre ellas la 
opción de malla con elementos triangulares o cuadrilaterales para geometrías bidimensiona-
les, a demás de la densificación en zonas en que se requiera, lo que permite tener mejor 
precisión en la solución.  Adicionalmente es posible adoptar una malla estructurada. 
 
El paso por seguir es aplicar las condiciones de contorno, estas pueden ser aplicadas so-
bre la geometría o la malla del problema.  La diferencia entre ambos procedimientos radica 
en que al definir las condiciones sobre la geometría, cada vez que se genere una malla dife-
rente, las condiciones se mantienen, mientras que si se aplican a la malla, cada vez que se 
generen mallas distintas toca cambiar las condiciones de contorno. 
 
Para aplicar un material existente o crear uno nuevo es necesario seleccionar a través 
del menú “Data” la opción “Materials” en donde se desplegará una ventana que permite 
entrar las opciones de tipo de material, modelo constitutivo y características propias del 
modelo como módulo de elasticidad, relación de Poisson, entre otras.  Introducido el mate-
rial a adoptar, éste debe ser asignado a los elementos correspondientes. 
 
Como etapa final del pre proceso, GID® construye un archivo de extensión “.dat” que 
contiene los datos del problema en el formato apropiado para el programa de análisis HY-
PLAS, el cual se encargará de resolver el problema numéricamente, proporcionando los 
resultados para ser visualizados mediante el post proceso. 
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5.4.2. Post proceso 
GID®, además, cuenta con un post procesador bastante dinámico, el cual puede ser configu-
rado y adaptado para diferentes salidas de datos. 
 
Una vez calculado el problema, se deberá cambiar al modo “Postprocess” a fin de visua-
lizar los resultados obtenidos.  El tipo de resultado que pueden ser estudiados son despla-
zamientos, deformaciones, esfuerzos normales, esfuerzos cortantes, variables de estado, 
entre otras. 
5.5. Estructura del programa HYPLAS 
HYPLAS es un programa de elementos finitos a código abierto desarrollado en FORTRAN 
por de De Souza, D Peric y Drj Owen en la Universidad de Swansea, con el que se realiza 
el análisis de problemas no lineales con materiales hyperelásticos y elastoplásticos para 
estados de esfuerzo plano, deformación plana y estados axisimétricos (de souza et al. 2008). 
 
5.5.1. Archivo de datos 
A continuación se describen los bloques del archivo de datos “.dat” para el modelo de daño 
implementado en el presente trabajo. 
 
Para el análisis que se va a realizar se tienen las primeras líneas tal como se muestra en 
la Figura 5.8.  La línea indicada con 1 se escribe el tipo de análisis que se desea realizar si 
es un estado plano de esfuerzos o un estado plano de deformaciones.  En la línea indicada 
con el número 2 se selecciona el tipo de formulación si son pequeñas deformaciones o 
grandes deformaciones.  En las líneas marcadas con el número 3 se determina el tipo de 
método de solución, si es Newton-Raphson o Longitud de Arco. 
  
 
       
Figura 5.8. Líneas de análisis del archivo “.dat” 
1 
2 
3 
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Para el tipo de elementos finitos a usar y los parámetros del modelo constitutivo se 
enumeran las siguientes líneas Figura 5.9. 
 
 
 
       
Figura 5.9. Líneas del modelo constitutivo del archivo “.dat” 
 
 
En la líneas marcadas con el número 4 se especifican los grupos de elementos y el tipo 
de los mismos.  En las líneas marcadas como 5 se ingresan las características para el mode-
lo constitutivo, primero el número de materiales, posteriormente se define el tipo del mode-
lo constitutivo en este caso el modelo de daño implementado, desde la tercera línea del gru-
po denominado 5 se ingresan los valores en el siguiente orden: densidad, módulo de Young 
E, relación de Poisson , número de líneas siguientes en este archivo para el modelo consti-
tutivo (3 para el modelo implementado), módulo de endurecimiento H (positivo si es para 
endurecimiento y negativo si es para ablandamiento), resistencia máxima a la tensión del 
material , indicador del tipo de endurecimiento I (0 para endurecimiento lineal y 1 para 
endurecimiento exponencial), exponente de la función de endurecimiento exponencial A 
(positivo para curva cóncava hacia arriba y negativo para curva cóncava hacia abajo) y fi-
nalmente la relación entre la resistencia a la compresión y la resistencia a tracción .  Por 
último en la línea denominada 6 se coloca el espesor del espécimen analizado. 
 
A continuación se introduce el número de elementos con el listado del tipo de material 
de cada elemento y sus respectivas conectividades (Figura 5.10).  Posteriormente se intro-
duce el número de nudos y sus coordenadas cartesianas (Figura 5.11) 
 
 
4 
5 
6 
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Figura 5.10. Líneas de los elementos del archivo “.dat” 
 
 
       
Figura 5.11. Líneas de coordenadas de los nudos del archivo “.dat” 
 
 
Finalmente, en la figura se describe en las líneas denominas 7, los desplazamientos im-
puestos a la estructura, en las líneas denominadas 8 se escriben las cargas en los nudos, en 
la línea nueve los incrementos de carga propios del método de Longitud de Arco y por úl-
timo se indican los valores que se enlistaran en el archivo curves para su análisis en el post-
proceso. 
 
       
Figura 5.12. Líneas de restricciones, cargas e incrementos “.dat” 
9 
7 
8 
10 
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5.5.2. Lectura de datos 
La primera operación es la apertura de los archivos de datos.  Estos pueden ser archivos 
iniciales o archivos para reanudar un cálculo anterior.  Los datos de entrada en el programa 
pueden ser de dos tipos: 
 
Los datos que no cambian durante el proceso de solución como coordenadas nodales, 
tipología de la malla de elementos finitos, materiales, propiedades de los elementos, entre 
otros.  Y los datos que cambian durante el proceso de solución como por ejemplo los des-
plazamientos nodales, esfuerzos, variables de estado, etc.  Las variables globales son defi-
nidas en el archivo “GLBDBASE.INC”. 
 
La subrutina “INDATA” lee los archivos de entrada, la geometría del problema, la tipo-
logía de la malla, las restricciones cinemáticas, propiedades de los materiales, propiedades 
de los elementos, tipo de análisis, entre otros.  También lleva a cabo una serie de compro-
baciones que aseguran la validez de los datos. 
 
La subrutina “INLOAD” lee los datos de entrada que definen la carga externa.  Los ti-
pos de carga que puede leer esta subrutina son las cargas puntuales, cargas gravitatorias, y 
cargas distribuidas en los elementos. 
 
La subrutina “INITIA” inicializa las matrices y algunas variables, como por ejemplo 
inicia el vector de desplazamientos en cero. 
5.5.3. Ciclo de incremento de carga 
En el método de Newton-Raphson cada paso de carga debe estar definido en el archivo de 
entrada.  En cambio, cuando se utiliza el método de Longitud de Arco sólo se debe indicar 
el tamaño del incremento de carga y el número de pasos.  En cada incremento de carga se 
realiza un proceso iterativo para resolver el problema de equilibrio no lineal (Figura 5.13). 
 
5.5.1. Convergencia y salida de datos 
Este ítem abarca todas las operaciones necesarias para la impresión de la solución conver-
gida con el método de los elementos finitos en el archivo de resultados.  Estos resultados 
pueden ser fuerzas, desplazamientos, esfuerzos, deformaciones, variables de estado, entre 
otros. 
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5.6. Manejo de los modelos constitutivos en HYPLAS 
Los parámetros de los modelos constitutivos de los materiales se definen en el archivo 
“MATERIAL.INC” y se almacenan en el arreglo entero “IPROPS” y en el arreglo real 
“RPROPS”.  Si es necesario, también puede incluir otros parámetros relacionados con el 
algoritmo numérico.  Los parámetros reales pueden ser propiedades tales como Módulo de 
Young, relación de Poisson, o parámetros relacionados con las curvas de endurecimiento y 
ablandamiento, entre otros.  Los parámetros enteros pueden ser los números de puntos que 
definen una curva de endurecimiento, parámetros que definen el uso de alguna herramienta 
numérica, etc. 
 
Para el modelo de daño implementado, las propiedades guardadas en el arreglo 
“RPROPS” son módulo de Young, relación de Poisson, módulo de endurecimiento, resis-
tencia máxima a tensión, indicador de tipo de endurecimiento, exponente de la función de 
endurecimiento exponencial y relación entre la resistencia a compresión y la resistencia a la 
tracción.   
 
        
 
 Rutina de lectura de datos del modelo constitutivo: 
 
Los parámetros del modelo constitutivo de cada material se leen desde el archivo de en-
trada, estos datos son almacenados en los arreglos nombrados anteriormente, las rutinas que 
ejecutan esta tarea se nombran con el prefijo “RD” y según sea el modelo se completa el 
nombre, quedando de la forma “RDxxxx”. 
 
Por ejemplo, todos los datos para el modelo constitutivo de daño isótropo implementado 
se leen y se encuentran en la subrutina “RDCODA” 
 
 Inicialización de rutinas: 
 
La naturaleza de las variables almacenadas en los arreglos dependen del modelo del ma-
terial y del algoritmo en cuestión.  Para inicializar los valores de las variables y la actuali-
zación de las mismas, se crea una rutina donde se conservan los datos y el orden del modelo 
en cuestión, esta rutina es nombrada como “SWxxxx”. 
 
Para el modelo de daño isótropo la subrutina es denominada “SWCODA”. 
 
Capítulo 5 Implementación del modelo en el método de los elementos finitos                                93 
 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
 
 
 
 
Figura 5.13. Diagrama de flujo del incremento de carga (Método le longitud de Arco)de Souza 2008  
 
Si 
No 
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 Rutina de actualización de estado: 
 
En HYPLAS cada modelo constitutivo de un material tiene un procedimiento específico 
para actualizar el estado de esfuerzos y deformaciones descritos según sea el caso.  El nom-
bre de la subrutina de actualización de estado para cada modelo constitutivo tiene el prefijo 
“SU” quedando de la forma “SUxxxx”. 
 
Para el modelo de daño isótropo implementado la subrutina es denominada “SUCODA” 
 
 Rutina para el cálculo de la matriz constitutiva tangente 
 
El cálculo de la matriz constitutiva tangente es específico de cada modelo constitutivo, 
el nombre de la rutina donde se desarrolla el cálculo es de la forma “CTxxxx”. 
 
Por ejemplo para el modelo constitutivo de daño isótropo la subrutina es llamada 
“CTCODA”. 
 
 Rutina para la salida de los datos específicos del modelo 
 
Esta rutina está relacionada con la salida de datos del modelo constitutivo específico a 
un archivo de datos de salida como son los esfuerzos, deformaciones, desplazamientos, 
entre otros.  Ésta rutina es de la forma “ORxxxx”. 
 
Para el modelo constitutivo de daño esta subrutina es denominada “ORCODA”. 
5.7. Implementación del modelo en HYPLAS  
Posteriormente al análisis del funcionamiento de HYPLAS y del planteamiento del modelo 
implementado se procede a generar las rutinas mencionadas en el ítem anterior para la con-
cepción del nuevo modelo constitutivo de daño en el programa. 
 
Cabe aclarar que la palabra clave para identificar el modelo constitutivo en el programa 
HYPLAS será “CONCRETE_DAMAGE”, y el sufijo para cada rutina será reconocido co-
mo “CODA” 
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5.7.1. Subrutina de actualización de estado 
El nombre de esta subrutina está dado por “SUCODA” y es la encargada de calcular y ac-
tualizar los esfuerzos y las deformaciones.  Adicionalmente en esta subrutina se crearon 
otras subrutinas donde se realiza el cálculo de la variable Q y el parámetro H para las cur-
vas de endurecimiento y ablandamiento explicadas en el Capítulo 4. 
 
A continuación se presenta el código fuente del archivo “SUCODA.f” escrito en FOR-
TRAN: 
 
SUBROUTINE SUCODA 
1(   TREST      ,IPROPS     ,LALGVA     ,NTYPE      ,RPROPS     , 
2    RSTAVA     ,STRAT      ,STRES      ) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
PARAMETER( IPHARD=4  ,MSTRE=4  ,NSTRE=3) 
LOGICAL IFPLAS, LALGVA(2), SUFAIL 
DIMENSION 
1    IPROPS(*)          ,RPROPS(*)          ,RSTAVA(MSTRE+1)    , 
2    STRAT(MSTRE)       ,STRES(MSTRE),STRAN(MSTRE) 
DIMENSION 
1    EET(MSTRE)         ,STREST(MSTRE) ,CELST(MSTRE,MSTRE) , 
2 CI(MSTRE,MSTRE) , STRESTP(MSTRE) ,DEFI(MSTRE) 
DATA 
1    R0   ,RP5  ,R1   ,R2   ,R3   ,R4   ,R6   ,TOL   /  
2    0.0D0,0.5D0,1.0D0,2.0D0,3.0D0,4.0D0,6.0D0,1.D-08/ 
DATA MXITER / 50 / 
C****************************************************************** 
C STATE UPDATE PROCEDURE FOR THE CONCRETE DAMAGE MODEL WITH 
C NON-LINEAR (PIECEWISE LINEAR) ISOTROPIC HARDENING/SOFTENING IN PLANE  
C STRESS: 
C IMPLICIT PLANE STRESS-PROJECTED ELASTIC PREDICTOR/RETURN MAPPING 
C 
C REFERENCE: L. Herrera (2010) 
C****************************************************************** 
C Stop program if not plane stress 
IF(NTYPE.NE.1)CALL ERRPRT('EI0031') 
 
C Initialise some algorithmic and internal variables 
IFPLAS=.FALSE. 
SUFAIL=.FALSE. 
 
Tabla 5.1. Código fuente de la subrutina “SUCODA” 
96                                                               Modelación Numérica del Concreto Simple con Elementos Finitos 
Usando un Modelo Constitutivo de Daño 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
 
 
C...set previously (equilibrium) converged accumulated plastic strain 
EPBARN=RSTAVA(MSTRE+1) 
C Set some material properties 
YOUNG=RPROPS(2) 
POISS=RPROPS(3) 
HINT=RPROPS(4) 
SIGMU=RPROPS(5)   
ILAWT=RPROPS(6) 
EXPDT=RPROPS(7) 
Z=RPROPS(8) 
NHARD=IPROPS(3) 
GMODU=YOUNG/(R2*(R1+POISS)) 
BULK=YOUNG/(R3*(R1-R2*POISS)) 
R2G=R2*GMODU 
R4G=R4*GMODU 
R1D3=R1/R3 
R1D6=R1/R6 
R2D3=R2*R1D3 
SQR2D3=SQRT(R2D3) 
R4GD3=R4G*R1D3 
C other necessary constants 
C VARIABLE INTERNA R PARA t=0 
RINTO=SIGMU/SQRT(YOUNG)  
C VARIABLE INTERNA R EN n 
RINTT=TREST*RINTO 
 
C ESFUERZOS EFECTIVOS 
 CALL C_CELS(MSTRE,CELST,YOUNG,POISS)   
DO I=1, MSTRE 
       SUMA=R0 
       DO J=1,MSTRE 
              SUMA=SUMA+(CELST(I,J))*(STRAT(J)) 
       ENDDO 
C TRACCIÓN Y COMPRESIÓN DIFERENCIADA 
 CALL TRPRIN(STREST,STRESTP) 
STRESTR=SQRT(((STREST(1)-STREST(2))/2.0)**2+STREST(3)**2) 
IF(STRESTP(1).GT.0.AND.STRESTP(2).GT.0) THEN 
                      FACTORFI=1 
 
 
Tabla 5.1. Código fuente de la subrutina “SUCODA” 
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ELSEIF(STRESTP(1).LT.0.AND.STRESTP(2).LT.0) THEN 
                      FACTORFI=1/Z 
ELSEIF(STRESTP(1).GT.0.AND.STRESTP(2).LT.0.OR.STRESTP(1).LT.0.AND. 
&STREST(2).GT.0 )THEN 
FACTORFI=(1-1/Z)*(1/2+((STREST(1)+STREST(2)))/(4*STRESTR))+(1/Z) 
ENDIF 
C 
C NORMA EN n+1 
 ZRMET=R0 
DO I=1, MSTRE 
ZRMET=ZRMET+STREST(I)*STRAT(I) 
ENDDO 
ZRMET=FACTORFI*SQRT(ZRMET) 
 
C CALCULO DE R 
IF(RINTT.LE.RINTO)RINTT=RINTO  
 
C CONDICIONES DE ESTADO 
 IF (ZRMET.GT.RINTT) THEN 
C PASO DAÑO 
RINTT=ZRMET 
HINT=C_HINT(RINTT,RINTO,ILAWT,EXPDT,HINT)  
QINTR=C_QINT(RINTT,RINTO,ILAWT,EXPDT,HINT)  
FACQR=QINTR/RINTT 
DAMAT=R1-FACQR 
 IFPLAS=.TRUE. 
ELSE 
C PASO ELÁSTICO O DESCARGA 
 RINTT=RINTT 
HINT=C_HINT(RINTT,RINTO,ILAWT,EXPDT,HINT)  
QINTR=C_QINT(RINTT,RINTO,ILAWT,EXPDT,HINT)   
 FACQR=R1-DAMAT 
ENDIF 
C ESFUERZOS EN n+1 
 DO I=1, MSTRE 
                  STRES(I)=(1-DAMAT)*STREST(I) 
 ENDDO 
 
Tabla 5.1. Código fuente de la subrutina “SUCODA” (continuación) 
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C R/R0 VARIABLE INTERNA DE DAÑO EN TIEMPO n 
TREST=RINTT/RINTO 
C DEFORMACIONES EN n+1 
 IF (ZRMET.GT.RINTT) THEN 
                FACTG=R1/R2G 
               P=R1D3*(STRES(1)+STRES(2)) 
              EEV=P/BULK 
              EEVD3=R1D3*EEV 
   RSTAVA(1)=FACTG*(R2D3*STRES(1)-R1D3*STRES(2))+EEVD3 
   RSTAVA(2)=FACTG*(R2D3*STRES(2)-R1D3*STRES(1))+EEVD3 
   RSTAVA(3)=FACTG*STRES(3)*R2 
   RSTAVA(4)=-POISS/(R1-POISS)*(RSTAVA(1)+RSTAVA(2)) 
ELSE 
   RSTAVA(1)=STRAT(1) 
   RSTAVA(2)=STRAT(2) 
   RSTAVA(3)=STRAT(3) 
   RSTAVA(4)=STRAT(4) 
ENDIF 
 
LALGVA(1)=IFPLAS 
LALGVA(2)=SUFAIL 
RETURN 
END 
Tabla 5.1. Código fuente de la subrutina “SUCODA” (continuación) 
 
A continuación se presenta el código de la subrutina “C_CELS”, esta subrutina calcula 
la matriz constitutiva elástica y se encuentra en el archivo “SUCODA.f”. 
 
C MATRIZ CONSTITUTIVA ELÁSTICA 
SUBROUTINE C_CELS (NM,CELST,YOUNG,POISS) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
DIMENSION 
    CELST(NM,NM) 
DO I=1,NM 
       DO J=1,NM 
             CELST(I,J)=0.0 
       ENDDO 
ENDDO 
C1=YOUNG*(1.0-POISS)/((1.0+POISS)*(1.0-POISS*2.0)) 
C2=YOUNG*POISS/((1.0+POISS)*(1.0-POISS*2.0)) 
C3=YOUNG/(2.0*(1.0+POISS)) 
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CELST(1,1)=C1 
CELST(2,1)=C2 
CELST(4,1)=C2 
CELST(1,2)=C2 
CELST(2,2)=C1 
CELST(4,2)=C2 
CELST(3,3)=C3 
CELST(1,4)=C2 
CELST(2,4)=C2 
CELST(4,4)=C1 
END 
Tabla 5.2. Código fuente de la subrutina “C_CELS” (Continuación) 
 
A continuación se presenta el código de la función “C_QINT”, esta función calcula la 
variable interna tipo esfuerzo y se encuentra en el archivo “SUCODA.f”. 
C CÁLCULO DE LA VARIABLE Q 
 FUNCTION C_QINT(RINT,RINO,TPHAR,PRMA,HINT) 
IMPLICIT NONE 
REAL*8 RINT,RINO,PRMA,HINT 
INTEGER TPHAR 
REAL*8 C_QINT,QINF 
REAL*8 RIN1 
C Q EN R>R1 
IF(HINT.LT.0.0) THEN 
  QINF=1.0E-06 !ABLANDAMIENTO 
ELSE 
        QINF=1.5*RINO !ENDURECIMIENTO 
ENDIF 
IF(TPHAR.GT.0.0)THEN 
C  ENDURECIMIENTO EXPONENCIAL 
    C_QINT=QINF-(QINF-RINO)*EXP(PRMA*(1.0-RINT/RINO)) 
ELSE 
C  ENDURECIMIENTO LINEAL 
  RIN1=RINO+(QINF-RINO)/HINT 
 IF(RINT.LE.RIN1)THEN 
C_QINT=RINO+HINT*(RINT-RINO) 
  ELSE 
       C_QINT=QINF 
  ENDIF 
ENDIF 
 END 
Tabla 5.3. Código fuente de la función “C_QINT” 
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A continuación se presenta el código de la función “C_HINT”, esta función calcula el 
parámetro H para endurecimiento y se encuentra en el archivo “SUCODA.f”. 
 
C CALCULA EL PARÁMETRO H 
 FUNCTION C_HINT(RINT,RINO,TPHAR,PRMA,HINT) 
IMPLICIT NONE 
REAL*8 RINT,RINO,QINF,PRMA,HINT 
REAL*8 C_HINT 
INTEGER TPHAR 
C Q EN R>R1 
IF(HINT.LT.0.0) THEN 
  QINF=1.0E-06    !ABLANDAMIENTO 
ELSE 
        QINF=1.5*RINO    !ENDURECIMIENTO 
ENDIF 
IF(TPHAR.GT.0.0)THEN 
C_HINT=PRMA*((QINF-RINO)/RINO)*EXP(PRMA*(1.0-RINT/RINO)) 
ELSE 
C_HINT=HINT 
ENDIF 
END 
Tabla 5.4. Código fuente de la función “C_HINT” 
 
Finalmente se presenta el código de la subrutina “TRPTINT” esta subrutina calcula los 
esfuerzos principales  y se encuentra en el archivo “SUCODA.f”. 
 
C CALCULO DE ESFUERZOS PRINCIPALES A PARTIR DEL VECTOR DE ESFUERZOS EN EL PLANO 
 SUBROUTINE TRPRIN 
1(   STRES ,STPRI      ) 
C Definir variables 
 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
DIMENSION 
STPRI(3), STRES (4) 
C Calcula esfuerzos principales 
 S1=STRES(1)+STRES(2) 
S2=(STRES(1)-STRES(2))*(STRES(1)-STRES(2)) 
S3=4.0*STRES(3)*STRES(3) 
STPRI(1)=0.5*(S1+SQRT(S2+S3)) 
STPRI(2)=0.5*(S1-SQRT(S2+S3)) 
 STPRI(3)=0.0 
 
Tabla 5.5. Código fuente de la subrutina “TRPRIN” 
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C Ordena los esfuerzos principales de mayor a menor 
 IF (STPRI(2).GT.STPRI(1))THEN 
                TEMPO=STPRI(1) 
     STPRI(1)=STPRI(2) 
                STPRI(2)=TEMPO 
                STPRI(3)=0.0 
           ENDIF 
END 
Tabla 5.5. Código fuente de la subrutina “TRPRIN” (Continuación) 
5.7.2. Subrutina para el cálculo del operador constitutivo tangente 
El nombre de esta subrutina está dado por “CTCODA” y es la encargada de calcular y ac-
tualizar los esfuerzos y las deformaciones.   
 
A continuación se presenta el código del archivo “CTCODA.f” escrito en FORTRAN: 
 
SUBROUTINE CTCODA 
1(   TREST      ,DMATX      ,EPFLAG     ,IPROPS     ,NTYPE      , 
2    RPROPS     ,RSTAVA     ,STRES      ) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,O-Z) 
PARAMETER(IPHARD=4  ,MSTRE=4) 
LOGICAL EPFLAG 
C Array arguments 
DIMENSION 
1    DMATX(MSTRE,MSTRE),IPROPS(*)           ,RPROPS(*)          , 
2    RSTAVA(MSTRE+1)   ,STRAT(MSTRE) 
C Local arrays 
DIMENSION 
1    FOID(MSTRE,MSTRE)  ,SOID(MSTRE)        ,VEC(MSTRE) 
DIMENSION 
CELST(MSTRE,MSTRE), STREST(MSTRE), STRESTP(MSTRE) 
DIMENSION 
1  DEFI(MSTRE),   S(MSTRE) 
DATA 
FOID(1,1),FOID(1,2),FOID(1,3),FOID(1,4)/ 
2    1.0D0    ,0.0D0    ,0.0D0    ,0.0D0    / 
FOID(2,1),FOID(2,2),FOID(2,3),FOID(2,4)/ 
4    0.0D0    ,1.0D0    ,0.0D0    ,0.0D0    / 
5    FOID(3,1),FOID(3,2),FOID(3,3),FOID(3,4)/ 
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6    0.0D0    ,0.0D0    ,0.5D0    ,0.0D0    / 
7    FOID(4,1),FOID(4,2),FOID(4,3),FOID(4,4)/ 
8    0.0D0    ,0.0D0    ,0.0D0    ,1.0D0    / 
DATA 
SOID(1)  ,SOID(2)  ,SOID(3)  ,SOID(4)  / 
2    1.0D0    ,1.0D0    ,0.0D0    ,1.0D0    / 
DATA 
1    RP5  ,R1   ,R2   ,R3   ,R4   / 
0.5D0,1.0D0,2.0D0,3.0D0,4.0D0/ 
C****************************************************************** 
C COMPUTATION OF THE CONSISTENT TANGENT MODULUS FOR CONCRETE DAMAGE TYPE 
C ELASTO-PLASTIC MATERIAL WITH PIECE-WISE LINEAR ISOTROPIC HARDENING/SOFTENING 
C PLANE STRESS IMPLEMENTATION ONLY. 
C 
C REFERENCE: L. HERRERA (2010) 
C****************************************************************** 
C Stops program if neither not plane stress 
IF(NTYPE.NE.1)CALL ERRPRT('EI0032') 
C Current accumulated plastic strain 
EPBAR=RSTAVA(MSTRE+1) 
C Set material properties 
YOUNG=RPROPS(2) 
POISS=RPROPS(3) 
HINT=RPROPS(4) 
SIGMU=RPROPS(5)   
ILAWT=RPROPS(6) 
EXPDT=RPROPS(7) 
NHARD=IPROPS(3) 
Z=RPROPS(8) 
GMODU=YOUNG/(R2*(R1+POISS)) 
BULK=YOUNG/(R3*(R1-R2*POISS)) 
R2G=R2*GMODU 
R4G=R4*GMODU 
R1D3=R1/R3 
R1D6=R1/6.0 
R2D3=R2*R1D3 
SQR2D3=SQRT(R2D3) 
R4GD3=R4G*R1D3 
C 
C VARIABLE INTERNA R PARA t=0 
 RINTO=SIGMU/SQRT(YOUNG) 
Tabla 5.6. Código fuente de la subrutina “CTCODA” (Continuación) 
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 C VARIABLE INTERNA R EN n 
RINTP=TREST*RINTO 
C 
C CÀLCULO DE PARÁMETROS DE CURVA ENDURECIMIENTO/ABLANDAMIENTO 
 HINT=C_HINT(RINTP,RINTO,ILAWT,EXPDT,HINT) 
IF (RINTP.EQ.0.0) RINTP=RINTO  
QINTR=C_QINT(RINTP,RINTO,ILAWT,EXPDT,HINT)    
FACQR=QINTR/RINTP 
STRAT(1)=RSTAVA(1) 
STRAT(2)=RSTAVA(2) 
STRAT(3)=RSTAVA(3) 
STRAT(4)=RSTAVA(4) 
C 
C ESFUERZOS EFECTIVOS 
CALL C_CELS(MSTRE,CELST,YOUNG,POISS) 
DO I=1, MSTRE 
       SUMA=0.0 
                 DO J=1,MSTRE 
                     SUMA=SUMA+(CELST(I,J))*(STRAT(J)) 
                 ENDDO 
                 STREST(I)=SUMA  
 ENDDO 
C 
C     TRACCIÓN Y COMPRESIÓN DIFERENCIADA 
CALL TRPRIN(STREST,STRESTP) 
STRESTR=SQRT(((STREST(1)-STREST(2))/2.0)**2+STREST(3)**2) 
C 
IF(STRESTP(1).GT.0.AND.STRESTP(2).GT.0) THEN 
                      FACTORFI=1 
DO I=1, MSTRE 
VEC(I)=0.0 
ENDDO 
ELSEIF(STRESTP(1).LT.0.AND.STRESTP(2).LT.0) THEN 
                      FACTORFI=1/Z 
DO I=1, MSTRE 
VEC(I)=0.0 
ENDDO 
ELSEIF(STRESTP(1).GT.0.AND.STRESTP(2).LT.0.OR.STRESTP(1).LT.0.AND. 
&STREST(2).GT.0 )THEN 
FACTORFI=(1-1/Z)*(1/2+((STREST(1)+STREST(2)))/(4*STRESTR))+(1/Z) 
FACTOR1=(STREST(1)-STREST(2))/(2*STRESTR) 
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FACTOR2=(STREST(1)+STREST(2))/(2*STRESTR) 
FACTOR3=(STREST(1)+STREST(2))/STRESTR 
DEFI(1)=(1-1/Z)*(1/4*STRESTR)*(1-FACTOR1*FACTOR2) 
DEFI(2)=(1-1/Z)*(1/4*STRESTR)*(1+FACTOR1*FACTOR2) 
DEFI(3)=-(1-1/Z)*(STREST(3)/4*(STRESTR**2))*FACTOR3 
DO I=1, MSTRE 
       SUMA1=0.0 
       DO J=1, MSTRE 
 SUMA1=SUMA1+(CELST(I,J)*DEFI(J)) 
  ENDDO 
  VEC(I)=SUMA1 
ENDDO 
ENDIF 
CONDICIONES DE ESTADO. MATRIZ CONSTITUTIVA TANGENTE 
 IF(EPFLAG)THEN 
F1=(QINTR-(HINT*RINTP))/(RINTP*RINTP*RINTP) 
F2=(RINTP*RINTP)/FACTORFI 
F3=FACTORFI*FACTORFI 
C CARGA 
S(1)=STREST(1) 
S(2)=STREST(2) 
S(3)=STREST(3) 
S(4)=STREST(4) 
CALL C_CELS(MSTRE,CELST,YOUNG,POISS) 
DO I=1,MSTRE 
      DO J=1,MSTRE 
DMATX(I,J)=(FACQR*CELST(I,J))-(F1*(F3*S(I)*S(J)+F2*S(I)*VEC(J))) 
     ENDDO 
ENDDO 
ELSE 
C 
C RÉGIMEN ELÁSTICO 
NSTRE=3 
R4GD3=R4*GMODU*R1D3 
FACTOR=(BULK-R2G*R1D3)*(R2G/(BULK+R4GD3)) 
DO 20 I=1,NSTRE 
DO 10 J=I,NSTRE 
DMATX(I,J)=R2G*FOID(I,J)+FACTOR*SOID(I)*SOID(J) 
10   CONTINUE 
 
Tabla 5.6. Código fuente de la subrutina “CTCODA” (continuación) 
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20 CONTINUE 
C lower triangle 
DO 40 J=1,NSTRE-1 
DO 30 I=J+1,NSTRE 
DMATX(I,J)=FACQR*DMATX(J,I) 
   30   CONTINUE 
40 CONTINUE 
ENDIF 
RETURN 
END 
Tabla 5.6. Código fuente de la subrutina “CTCODA” (continuación) 
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Capítulo 6                                                                                                                                                                
Validación del modelo constitutivo 
6.1. Introducción 
En este capítulo se presentan y analizan los resultados obtenidos de la simulación numérica 
bidimensional de sólidos con un modelo constitutivo de daño isotrópico con tracción y 
compresión diferenciada.  El objetivo es validar comparando con resultados analíticos ca-
racterísticas tales como carga elástica, carga de daño, descarga elástica, diferenciación entre 
resistencia a la compresión y la resistencia a la tracción, respuesta al ablandamiento y al 
endurecimiento, entre otras. 
 
Se simuló el comportamiento uniaxial aproximadamente uniforme, mediante el método 
de los elementos finitos considerando deformaciones infinitesimales, estado plano de es-
fuerzos, cargas estáticas y no linealidad del material.  Esta última está definida por el mode-
lo constitutivo de daño diferenciado (Oliver y otros 1990) presentado en el capítulo ante-
rior, el cual fue implementado en el programa de análisis no lineal con elementos finitos 
HYPLAS (De Souza et al. 2008). 
6.2. Lámina sometida a tracción uniaxial con 
endurecimiento. 
6.2.1. Descripción del problema: 
 
Se pretende observar el comportamiento del modelo constitutivo implementado sobre una 
lámina bidimensional sometida a tracción pura tal como se observa en la Figura 6.1.a.  El 
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material tiene un módulo de Young E=18GPa y una relación de Poisson =0.2, con una 
resistencia a la compresión  y a la tracción  de 21MPa y 2.1MPa, respectivamente co-
mo se muestra en la Figura 6.1.b. 
 
Después del comportamiento elástico, se considera que el material experimenta un en-
durecimiento lineal cuyo parámetro de endurecimiento H=0.5kN/m2. 
 
La lámina tiene una longitud L=0.5m, su altura h es de 0.5m y su espesor t es igual a 
0.1m. 
 
Se aplica una presión uniforma p normal a la cara derecha de la lámina, la cual aumenta 
hasta 2440kN/m2 y después se reduce rápidamente a cero.  La Figura 6.1.c, indica la evo-
lución de la presión aplicada mediante pasos de carga. 
 
El dominio se dividió en 16 elementos finitos triangulares lineales conectados por 13 
nudos (Figura 6.1.a) 
 
 
 
Figura 6.1. Lámina sometida a carga axial de tracción a) geometría y aplicación de carga, b) relación es-
fuerzo-deformación uniaxial, c) evolución de la aplicación de la presión. 
 
6.2.2. Verificación de los resultados 
Para verificar el funcionamiento del modelo implementado se representa la relación entre la 
fuerza reactiva en x sobre los apoyos y el desplazamiento horizontal en el nudo intermedio 
derecho. 
 
La sumatoria de las reacciones en x en el extremo izquierdo dividida entre el área de la 
sección transversal A=h*t, es igual en valor absoluto a la presión aplicada en el extremo 
derecho, es decir: 
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   
(6.1) 
 
Considerando este problema como uniaxial uniforme de tracción se puede establecer 
que la presión aplicada es igual al esfuerzo en x. 
 
El valor de la presión cuando alcanza el límite elástico del material corresponde al es-
fuerzo t = 2.1MPa; como se indica en el punto 1 de la Figura 6.2. 
 
 
 
 
Figura 6.2. Lámina sometida a tracción. Relación presión-desplazamiento 
 
 
En la etapa de carga no lineal de daño, es decir, entre los puntos 1 y 2, se observa el 
aumento de la presión aplicada mientras aumenta el desplazamiento, lo cual representa el 
endurecimiento considerado en el material. 
 
La última rama de la curva (tramo 2-3), ilustra el proceso de descarga, donde se observa 
que el desplazamiento es nulo cuando la presión regresa a cero.  Este comportamiento co-
rresponde con el esperado en el modelo de daño implementado, el cual representa la degra-
dación de la rigidez sin deformación remanente en la descarga total. 
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6.3. Lámina sometida a tracción uniaxial con 
ablandamiento 
6.3.1. Descripción del problema 
En una lámina sometida a tracción con las mismas características del problema anterior, se 
considera que el material experimenta un ablandamiento exponencial definido por el pará-
metro H= -0.5kN/m2 (Explicado en capítulos anteriores), una resistencia a la tracción de 
 2.1MPa y a la compresión de  21MPa (Figura 6.3.a) y una aplicación de la pre-
sión produciendo el desplazamiento de la (Figura 6.3.b). 
 
 
 
 
Figura 6.3. Parámetros del problema a) relación esfuerzo-deformación uniaxial, b) evolución del despla-
zamiento 
 
6.3.2. Verificación de los resultados 
De la misma forma que el problema anterior, se presenta la relación entre la presión aplica-
da en el extremo derecho (Expresión 6.1) y el desplazamiento producido en el nudo inter-
medio derecho de la lámina. 
 
A si mismo se puede comprobar que la presión aplicada cuando llega al límite elástico, 
corresponde al esfuerzo normal en x, tal como se indica en la Figura 6.4. 
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Figura 6.4. Lámina sometida a tracción con ablandamiento. Relación presión-desplazamiento 
 
El límite elástico corresponde a una presión de 2100kN/m2 equivalente al esfuerzo má-
ximo de tensión de 2.1MPa.  En la etapa de carga de daño se observa una curva con ablan-
damiento exponencial propia de los parámetros que se le asignaron al problema, en la que 
el esfuerzo normal disminuye mientras el desplazamiento aumenta, hasta lograr la asíntota 
propia del modelo de daño implementado. 
 
En la Figura 6.5 se muestra el desplazamiento en dirección x sobre la lámina en el últi-
mo paso de carga.  Se observa la variación lineal de  a lo largo de x para todo y, lo cual 
indica que la deformación longitudinal y el esfuerzo normal son homogéneos. 
 
En la Figura 6.6se representa la distribución del daño en la lámina en el último paso de  
carga.  El daño esta representado mediante la relación entre la variable interna  y la varia-
ble interna inicial  (Capítulo 4).  En particular la distribución del daño es homogénea. 
 
La Figura 6.7  muestra la evolución del daño en el punto A (Figura 6.6), representado 
por la relación  .  El tramo 0-1 muestra que el material no se ha dañado ya que el valor 
de   es igual a uno, este tramo corresponde al tramo 0-1 de la Figura 6.4 donde el com-
portamiento del material es elástico.  Posteriormente en el tramo 1-2 se representa la evolu-
ción de la relación   cuando el material comienza a dañar hasta llegar a un valor de 
aproximadamente 10, este tramo también se representa en la Figura 6.4 donde se muestra 
el ablandamiento del material. 
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Figura 6.5. Lámina sometida a tracción uniaxial. Desplazamiento en dirección x. 
 
                                                                                  
Figura 6.6. Lámina sometida a tracción uniaxial. Relación   en la lámina. 
 
                                                                                  
Figura 6.7. Lámina sometida a tracción uniaxial. Evolución de   en el punto A. 
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6.4. Lámina sometida a compresión 
6.4.1. Descripción del problema 
 
En este ítem se pretende observar el comportamiento del modelo implementado sobre la 
lámina del problema 6.2 sometida a compresión como se indica en la Figura 6.8.a, la cual 
tiene una resistencia a la compresión de 21MPa siendo 10 veces mayor a la resistencia a la 
tracción, tal como se muestra en la Figura 6.8.b. 
 
En el rango inelástico, el material se comporta con un endurecimiento lineal cuyo mó-
dulo de endurecimiento H es de 0.2kN/m2. 
Normal a la cara derecha de la lámina se aplica una presión variable P, está presión al-
canza un valor máximo de 23600kN/m2 aplicados en 45 incrementos de carga, esta presión 
decrece hasta 0 en 4 incrementos de carga justo como se muestra en la Figura 6.8.c. 
 
 
 
Figura 6.8. Lámina sometida a carga axial de compresión a) geometría y aplicación de carga, b) relación 
esfuerzo-deformación uniaxial, c) evolución de la aplicación de la presión. 
6.4.1. Verificación de los resultados 
En este caso el cálculo analítico por resistencia de materiales para los valores de trabajo del 
problema, determina un valor de la carga última elástica de: 
 
             (6.2) 
En consecuencia la fuerza con el cual se empieza a presentar el daño en el apoyo inter-
medio de la barra sería la mitad de la carga calculada, por tanto el daño debería comenzar a 
los 525kN. 
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La sumatoria de las reacciones en x en el extremo izquierdo dividida entre el área de la 
sección transversal de la lámina, es igual en valor absoluto a la presión aplicada en el ex-
tremo derecho: 
 
  
    
    
 (6.3) 
 
En la Figura 6.9 se muestra la relación presión-desplazamiento de la lámina sometida a 
compresión.  
 
 
       
Figura 6.9. Lámina sometida a compresión. Relación presión-desplazamiento 
 
 
En la etapa de carga de daño (tramo 1-2), efectivamente se observa una relación lineal 
entre la presión aplicada y el desplazamiento obtenido, lo cual representa el endurecimiento 
esperado del material. Se comprueba que el modelo implementado responde correctamente  
a los datos esperados para el caso de compresión, adicionalmente se evidencia que la res-
puesta a la descarga es correcta (tramo 2-3), ya que no se está dejando ningún tipo de de-
formación remanente, llegando así al origen como se espera en este tipo de modelos de da-
ño. 
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6.5. Lámina sometida a estado de esfuerzos combinado  
6.5.1. Descripción del problema 
En este ejemplo se realiza un cálculo a corte para validar el comportamiento en el caso de 
este tipo de solicitación para el ejemplo anterior, para este caso se modela la lámina con 
desplazamientos impuestos como se indica en la Figura 6.10.  
 
                                                                                  
Figura 6.10. Lámina sometida a esfuerzo combinado. Geometría y desplazamientos impuestos. 
6.5.2. Verificación de los resultados 
En la Figura 6.11 se indica una distribución aproximadamente homogénea del esfuerzo 
cortante y casi nula de los esfuerzos normales para un paso de carga elástico. 
 
  
  
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Figura 6.11. a) esfuerzo normal en x, b) esfuerzo normal en y, c) esfuerzo cortante. 
En la Figura 6.12 se muestra la relación entre el cortante obtenido como la sumatoria 
de las reacciones en dirección y de los apoyos y la desplazamiento en un nudo intermedio. 
 
 
       
Figura 6.12. Lámina sometida a esfuerzo combinado. Relación fuerza-desplazamiento 
 
En la Figura 6.13 se muestra la relación   del daño isótropo para un paso elástico 
correspondiente al tramo 0-1 de la Figura 6.12 y para el último paso de daño correspon-
diente al tramo 1-2 de la Figura 6.12, en ella se observa claramente que los elementos pri-
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meros en dañar son los que están sometidos a los esfuerzos de tensión que se produce en la 
diagonal de la lámina, tal como se muestra en la Figura 6.14(b). 
   
                  a)                                                               b) 
Figura 6.13. Lámina sometida a esfuerzo combinado a) relación   elástico, b)relación   de daño. 
     
                   a)                                                                b) 
Figura 6.14. Lámina bajo esfuerzo combinado a) Esfuerzo principal en el último paso de carga en régi-
men elástico b)esfuerzo principal en el último paso de carga en régimen de daño. 
     
                                                                                  
Figura 6.15. Lámina sometida a esfuerzo combinado. Relación   en el punto A. 
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6.6. Comparación con datos experimentales.  Ensayo de 
tracción uniaxial 
En este ejemplo se pretende comparar los resultados numéricos obtenidos con el modelo de 
daño implementado y los resultados experimentales obtenidos por Gopalaratnam y Shah 
(1985). El material utilizado en el ensayo experimental es concreto, el cual posee las si-
guientes propiedades mecánicas: Módulo de Young E=3.1x104 MPa, relación de Poisson 
=0.2, esfuerzo máximo a tracción t=3.5 MPa. 
 
Este ejemplo se realizó usando un elemento finito cuadrilateral de 4 nudos con dimen-
siones de 82.6mm x 82.6mm (Taqieddin 2008) tal como se indica en la Figura 6.16.  Las 
condiciones de borde y la aplicación de carga aseguran que la distribución del esfuerzo 
normal y la deformación sean homogéneas 
 
                                                                                  
Figura 6.16. Elemento finito cuadrilateral sometido a tracción uniaxial. 
 
El modelo numérico se calibró con ablandamiento exponencial cuyos parámetros A y H  
se ajustaron al comportamiento del modelo físico.  Se logró que la simulación correspon-
diera a los datos experimentales  con un valor A=1.1 y un H=0.5kN/m2 tal como se indica 
en la Figura 6.17.  
 
Dividiendo la suma de las fuerzas F3 y F4 indicadas en la Figura 6.16, entre el área de la 
sección transversal, se obtiene el esfuerzo normal.  La deformación longitudinal homogé-
nea se calcula como el cociente entre la componente de desplazamiento 4 en y y la longi-
tud del espécimen L.  
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Figura 6.17. Diferentes parámetros de ablandamiento para el modelo numérico 
 
En la Figura 6.18 se ilustra el resultado numérico obtenido con el modelo de daño im-
plementado para el caso de tracción uniaxial, comparado con los resultados experimentales.   
 
En esta figura se puede apreciar que la relación esfuerzo-deformación derivada del mo-
delo numérico concuerda correctamente con los datos experimentales.  La curva del rango 
no lineal varía un poco, siendo el modelo de daño implementado un poco conservador al 
tener menos esfuerzo con ciertos valores de deformación. 
 
       
Figura 6.18. Comportamiento del modelo de daño en tracción uniaxial. Curva esfuerzo-
deformación 
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6.7. Comparación con datos experimentales.  Ensayo de 
compresión uniaxial 
La capacidad del modelo para representar el comportamiento del concreto sometido a com-
presión, es verificada y comparada con resultados experimentales de Karsan y Jirsa (1969).  
Las propiedades del concreto usadas en el ensayo son: Módulo de Young E=3.1x104MPa, 
esfuerzo máximo a compresión f’c=27,6MPa. 
 
Este ejemplo se realizó usando un elemento finito cuadrilateral de 4 nudos con dimen-
siones de 82.6mm x 82.6mm tal como se indica en la Figura 6.19. 
 
 
                                                                              
Figura 6.19. Elemento finito cuadrilateral sometido a compresión uniaxial. 
 
El modelo numérico se calibró con ablandamiento exponencial y unos parámetros A y 
H adecuados al comportamiento del modelo físico.  Se logró que la simulación correspon-
diera a los datos experimentales  con un valor A= -0.3 y un H= -0.5kN/m2 tal como se indi-
ca en la Figura 6.17.  
 
Dividiendo la suma de las fuerzas F3 y F4 indicadas en la Figura 6.19, entre el área de la 
sección transversal, se obtiene el esfuerzo normal.  La deformación longitudinal homogé-
nea se calcula como el cociente entre la componente de desplazamiento 4 en y y la longi-
tud del espécimen L.  
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En la Figura 6.20  se ilustra el resultado numérico obtenido con el modelo de daño im-
plementado para el caso de compresión uniaxial, comparado con los resultados experimen-
tales.   
 
En esta se puede apreciar que la relación esfuerzo-deformación derivada del modelo 
numérico concuerda correctamente con los datos experimentales, sin embargo, hay una 
sobreestimación de la resistencia del material a compresión en el comienzo de la rama del 
ablandamiento. 
 
 
       
Figura 6.20. Comportamiento del modelo de daño en compresión uniaxial. Curva esfuerzo-
deformación 
 
 
En general con los resultados obtenidos para las solicitaciones, en donde se muestra el 
comportamiento en los tres umbrales (Tensión-Tensión, Compresión-Compresión y Ten-
sión-Compresión), observamos que la respuesta del modelo implementado de daño isotró-
pico con tracción y compresión diferenciada se comporta correctamente y acorde a los re-
sultados esperados.  
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Capítulo 7                                                                                                                                                                
Conclusiones y recomendaciones 
Finalmente, luego de seguir cuidadosamente la solución de los ejemplos de validación plan-
teados en el Capítulo 6, y de analizar detalladamente los resultados obtenidos, se presentan 
las conclusiones del presente trabajo, las cuales se abordan desde la formulación e imple-
mentación del modelo constitutivo y desde la simulación de problemas de aplicación.  Adi-
cionalmente, se presentan algunas recomendaciones para futuras líneas de trabajo. 
7.1. Conclusiones derivadas de la formulación e 
implementación del modelo 
Las conclusiones derivadas de la formulación e implementación del modelo de daño se 
exponen a continuación: 
 
 En la realidad actual del desarrollo profesional del ingeniero el uso de herra-
mientas computacionales es prácticamente cotidiano.  La constante evolución de 
los programas de computador y el método de los elementos finitos permiten pre-
decir, calcular y diseñar estructuras cada vez más complejas. 
 
 Un modelo constitutivo de daño isótropo con umbrales a tracción y compresión 
diferentes puede indicar el nivel de degradación en el concreto simple.  Con esta 
información se puede definir de forma más precisa y confiable las diferentes 
geometrías, niveles de carga y características del material, de los elementos con 
los que se pueda trabajar sin llegar al colapso de los mismos. 
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 La utilización de un modelo constitutivo no lineal permitió describir el compor-
tamiento general del concreto simple en niveles de esfuerzo posteriores al régi-
men elástico. 
 
 El modelo de daño implementado en este trabajo, puede ser aplicado a materia-
les diferentes al concreto simple, considerando otras leyes de endurecimiento o 
ablandamiento. 
 
 Con el modelo presentado se pueden simular problemas con estados de esfuer-
zos de tracción y compresión uniaxial, tracción y compresión biaxial y cortante, 
como lo indican los ejemplos de validación. 
 
 A partir de la metodología analizada y de la implementación propuesta se ha 
construido una herramienta de medida del daño en el concreto simple, mediante 
un modelo constitutivo de daño isotrópico.  Esta herramienta es valida para es-
timar el comportamiento de elementos de concreto más allá de las condiciones 
de servicio. 
 
 La mecánica de daño continuo es una poderosa herramienta para analizar el 
comportamiento de materiales frágiles y cuasi-frágiles en el régimen de ablan-
damiento por deformación.  Para hacer frente a la gran diferencia entre la resis-
tencia a la tracción y la resistencia a la compresión de materiales como el con-
creto, se define una función simplificada de la evolución del daño, apoyada con 
algunos datos experimentales.   
7.2. Conclusiones derivadas del análisis del resultados 
obtenidos 
Las conclusiones derivadas del análisis de resultados obtenidos se exponen a continuación: 
 
 De la observación de los ejemplos, en problemas con modelos de daño, se dedu-
ce que las mallas más finas tienden a reducir la inestabilidad en la parte no lineal 
de la curva carga-desplazamiento.  Esta inestabilidad se vio reflejada en la curva 
con alteraciones en forma de pico de la parte no lineal. 
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 Para el método de Longitud de Arco es muy importante resaltar la capacidad pa-
ra resolver un problema cuando se imponen cargas y se trabaja con la curva de 
ablandamiento del material, ya que el uso de dicho método permita encontrar so-
lución al punto de inflexión de la curva, presentando así una gran ventaja si se 
hace un comparativo con el método de Newton-Raphson. 
 
 Los resultados obtenidos con la implementación del modelo constitutivo de daño 
isotrópico, permiten concluir que las curvas de endurecimiento y ablandamiento 
del modelo presentado son muy versátiles, ya que estas permiten ser ajustadas a 
los diferentes elementos, materiales y condiciones que se estén analizando.  
 
 Además de la validación de la correspondencia entre los resultados experimenta-
les y las simulaciones, los resultados de los parámetros obtenidos mediante la 
metodología desarrollada son adecuados para el comportamiento del concreto. 
 
 Para el modelo constitutivo, en términos generales, el comportamiento en un es-
tado uniaxial de esfuerzos produce rápidamente muy buenos resultados.  Sin 
embargo, en los estados mixtos o de corte para la obtención de los resultados 
precisos se requiere de un costo computacional más alto.   
 
 La solución numérica permite obtener la evolución de la capacidad de la estruc-
tura.  Este resultado puede ser útil para la revisión y el diseño estructural. 
 
 Las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas de la simulación de los ejemplos de 
validación con el modelo implementado verifican los valores analíticos de la 
teoría de daño en el concreto simple. 
 
 La simulación numérica es una herramienta muy apropiada para complementar 
la experimentación, y aprovechar de manera más eficaz sus resultados en el es-
tudio del comportamiento de los distintos materiales y el perfeccionamiento de 
los métodos de diseño. 
7.3. Recomendaciones 
A partir del estudio desarrollado en esta tesis han surgido nuevas ideas para futuras líneas 
de trabajo.  Estas recomendaciones se enfocan, principalmente, hacia futuros trabajos de 
investigación encaminados en la determinación del comportamiento del concreto, mediante 
modelos numéricos. 
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 El modelo constitutivo implementado presenta una gran eficiencia para la solución 
de problemas analizados con la mecánica de daño, sin embargo,  en algunas ocasio-
nes se presenta dificultad al lograr la convergencia cuando se encuentra en un esta-
do biaxial bajo tracción y compresión combinados.  Esto se debe en gran parte a la 
dependencia de los resultados numéricos sobre el refinamiento de la malla.  Por 
consiguiente se recomienda, que para ejercicios complejos, se tenga una malla 
apropiadamente densa, para así lograr la convergencia de la solución numérica y de 
igual forma conseguir unos resultados más precisos. 
 
 En este trabajo, se ha implementado un modelo de daño con tracción y compresión 
diferenciada, y su versatilidad y aplicabilidad se ponen a prueba con ejemplos nu-
méricos comparados con resultados analíticos y experimentales.  Sin embargo, en 
este modelo el concepto de daño se simplifica considerando que la degradación es 
igual en cualquier dirección.  En futuros trabajos podrían extender el modelo consi-
derando variables de daño vectoriales que representen la anisotropía del material 
dañado. 
 
 El modelo de daño implementado tiene un enfoque hacia materiales frágiles y cuasi-
frágiles, en especial el concreto simple.  Sin embargo para futuros trabajos de inves-
tigación puede centrarse en la modelización del concreto reforzado, combinando el 
modelo de daño actual con un modelo de plasticidad. 
 
 Los modelos de daño presentan la formación de microfisuras distribuidas en direc-
ciones arbitrarias en el material.  Este modelo es el primer paso en la representación 
del fenómeno de localización de la deformación asociado con la aparición de ma-
crofisuras. 
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A                                                                                                                                                                
Datos de entrada de los modelos 
implementados 
A.1. Lámina sometida a tracción uniaxial con 
endurecimiento 
NOMBRE: DVTE2A.DAT 
 
TITLE 
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD 
ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS) 
 
LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN) 
 
SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF) 
 
ELEMENT_GROUPS 1 
1 1 1 
 
ELEMENT_TYPES 1 
1 TRI_3 
1 GP 
 
MATERIALS 1 
 
1 CONCRETE_DAMAGE 
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0 
1.8e+07 0.2 
3 
0.35 2100 
0.0 0.35 
10.0  
 
THICKNESS UNIFORM 
0.1 
 
ELEMENTS      16 
          1       1       3       2       1 
          2       1       5       2       3 
          3       1       4       2       5 
          4       1       1       2       4 
          5       1       8       6       3 
          6       1      12       6       8 
          7       1       5       6      12 
          8       1       3       6       5 
          9       1       5       7       4 
         10       1      11       7       5 
         11       1       9       7      11 
         12       1       4       7       9 
         13       1      12      10       5 
         14       1      13      10      12 
         15       1      11      10      13 
         16       1       5      10      11 
 
NODE_COORDINATES      13   CARTESIAN 
        1         0.00000         0.00000 
        2         0.12500         0.12500 
        3         0.25000         0.00000 
        4         0.00000         0.25000 
        5         0.25000         0.25000 
        6         0.37500         0.12500 
        7         0.12500         0.37500 
        8         0.50000         0.00000 
        9         0.00000         0.50000 
       10         0.37500         0.37500 
       11         0.25000         0.50000 
       12         0.50000         0.25000 
       13         0.50000         0.50000 
 
NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS       3 
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    1 10  0.000000 0.000000 0.0 
    4 11  0.000000 0.000000 0.0 
    9 10  0.000000 0.000000 0.0 
 
LOADINGS  POINT 
 
POINT_LOADS       3 
    8 100.000000 0.000000 
   12 200.000000 0.000000 
   13 100.000000 0.000000 
 
INCREMENTS 27 
   0.0600000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0040000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0040000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0030000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0020000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0010000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0010000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0010000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0010000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0010000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.0010000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -0.0500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
 
CURVES 1  
12 1 4 3 0 0 
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A.2. Lámina sometida a tracción uniaxial con 
ablandamiento 
NOMBRE: DAM01T3A.DAT 
 
TITLE 
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD 
ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS) 
LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN) 
 
SOLUTION_ALGORITHM -2 (NEWTON_TANG_STIF) 
 
ARC_LENGTH_PREDICTOR_OPTION SECANT_PATH 
 
ELEMENT_GROUPS 1 
1 1 1 
 
ELEMENT_TYPES 1 
1 TRI_3 
1 GP 
 
MATERIALS 1 
1 CONCRETE_DAMAGE 
0 
2e+07 0.2 
3 
-0.50 2100 
1.0 0.5 
10.0  
 
THICKNESS UNIFORM 
0.1 
 
ELEMENTS      16 
          1       1       3       2       1 
          2       1       5       2       3 
          3       1       4       2       5 
          4       1       1       2       4 
          5       1       8       6       3 
          6       1      12       6       8 
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          7       1       5       6      12 
          8       1       3       6       5 
          9       1       5       7       4 
         10       1      11     7       5 
         11       1       9      7      11 
         12       1       4      7       9 
         13       1      12     10     5 
         14       1      13     10     12 
         15       1      11     10     13 
         16       1       5      10     11 
 
NODE_COORDINATES      13   CARTESIAN 
        1         0.00000         0.00000 
        2         0.12500         0.12500 
        3         0.25000         0.00000 
        4         0.00000         0.25000 
        5         0.25000         0.25000 
        6         0.37500         0.12500 
        7         0.12500         0.37500 
        8         0.50000         0.00000 
        9         0.00000         0.50000 
       10        0.37500         0.37500 
       11        0.25000         0.50000 
       12        0.50000         0.25000 
       13        0.50000         0.50000 
 
NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS       3 
    1 10  0.000000 0.000000 0.0 
    4 11  0.000000 0.000000 0.0 
    9 10  0.000000 0.000000 0.0 
 
LOADINGS  POINT 
POINT_LOADS       3 
    8 100.000000 0.000000 
   12 200.000000 0.000000 
   13 100.000000 0.000000 
 
INCREMENTS 100 
   0.050 1e-03 15 1 0 0 1 0 6 1.0e-00 0.5e-00 
 
CURVES 1  
12 1 4 3 0 0 
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A.3. Lámina sometida a compresión 
NOMBRE: DVCE2A.DAT 
 
TITLE 
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD 
ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS) 
LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN) 
 
SOLUTION_ALGORITHM 2 (NEWTON_TANG_STIF) 
 
ELEMENT_GROUPS 1 
1 1 1 
 
ELEMENT_TYPES 1 
1 TRI_3 
1 GP 
 
MATERIALS 1 
1 CONCRETE_DAMAGE 
0 
1.8e+07 0.2 
3 
0.2 2100 
0.0 0.5 
10.0  
 
THICKNESS UNIFORM 
0.1 
 
ELEMENTS      16 
          1       1       3       2       1 
          2       1       5       2       3 
          3       1       4       2       5 
          4       1       1       2       4 
          5       1       8       6       3 
          6       1      12       6       8 
          7       1       5       6      12 
          8       1       3       6       5 
          9       1       5       7       4 
         10       1      11       7       5 
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         11       1       9       7      11 
         12       1       4       7       9 
         13       1      12      10       5 
         14       1      13      10      12 
         15       1      11      10      13 
         16       1       5      10      11 
 
NODE_COORDINATES      13   CARTESIAN 
        1         0.00000         0.00000 
        2         0.12500         0.12500 
        3         0.25000         0.00000 
        4         0.00000         0.25000 
        5         0.25000         0.25000 
        6         0.37500         0.12500 
        7         0.12500         0.37500 
        8         0.50000         0.00000 
        9         0.00000         0.50000 
       10         0.37500         0.37500 
       11         0.25000         0.50000 
       12         0.50000         0.25000 
       13         0.50000         0.50000 
 
NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS       3 
    1 10  0.000000 0.000000 0.0 
    4 11  0.000000 0.000000 0.0 
    9 10  0.000000 0.000000 0.0 
 
LOADINGS  POINT 
POINT_LOADS       3 
    8 -100.000000 0.000000 
   12 -200.000000 0.000000 
   13 -100.000000 0.000000 
INCREMENTS 49 
   0.500 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.10000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.10000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.10000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.10000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.10000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
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   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.05000 01e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
   0.050000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -1.000000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -0.500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -0.500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
  -0.500000 1e-06 15 1 0 1 0 0 
CURVES 1  
12 1 4 3 0 0 
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A.4. Lámina sometida a estado de esfuerzos combinados 
NOMBRE: CORTANTEVARC3.DAT 
 
TITLE 
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD 
ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS) 
LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN) 
 
SOLUTION_ALGORITHM -2 (NEWTON_TANG_STIF) 
 
ARC_LENGTH_PREDICTOR_OPTION SECANT_PATH 
 
ELEMENT_GROUPS 1 
1 1 1 
 
ELEMENT_TYPES 1 
1 TRI_3 
1 GP 
 
MATERIALS 1 
1 CONCRETE_DAMAGE 
0 
2e+07 0.2 
3 
0.1 2100 
0.0 0.5 
10.0  
 
THICKNESS UNIFORM 
0.1 
 
ELEMENTS     100 
          1       1       4       2       1 
          2       1       5       2       4 
          3       1       3       2       5 
          4       1       1       2       3 
          5       1       9       7       4 
          6       1      11       7       9 
          7       1       5       7      11 
          8       1       4       7       5 
140                                                               Modelación Numérica del Concreto Simple con Elementos Finitos 
Usando un Modelo Constitutivo de Daño 
Lina Andrea Herrera Chaparro – Universidad Nacional de Colombia, 2011 
          9       1      19      14       9 
         10       1      20      14      19 
         11       1      11      14      20 
         12       1       9      14      11 
         13       1      30      24      19 
         14       1      32      24      30 
         15       1      20      24      32 
         16       1      19      24      20 
         17       1      43      38      30 
         18       1      48      38      43 
         19       1      32      38      48 
         20       1      30      38      32 
         21       1       5       6       3 
         22       1      12       6       5 
         23       1       8       6      12 
         24       1       3       6       8 
         25       1      11      10       5 
         26       1      15      10      11 
         27       1      12      10      15 
         28       1       5      10      12 
         29       1      20      16      11 
         30       1      25      16      20 
         31       1      15      16      25 
         32       1      11      16      15 
         33       1      32      28      20 
         34       1      37      28      32 
         35       1      25      28      37 
         36       1      20      28      25 
         37       1      48      41      32 
         38       1      52      41      48 
         39       1      37      41      52 
         40       1      32      41      37 
         41       1      12      13       8 
         42       1      21      13      12 
         43       1      18      13      21 
         44       1       8      13      18 
         45       1      15      17      12 
         46       1      26      17      15 
         47       1      21      17      26 
         48       1      12      17      21 
         49       1      25      22      15 
         50       1      33      22      25 
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         51       1      26      22      33 
         52       1      15      22      26 
         53       1      37      35      25 
         54       1      46      35      37 
         55       1      33      35      46 
         56       1      25      35      33 
         57       1      52      50      37 
         58       1      57      50      52 
         59       1      46      50      57 
         60       1      37      50      46 
         61       1      21      23      18 
         62       1      31      23      21 
         63       1      29      23      31 
         64       1      18      23      29 
         65       1      26      27      21 
         66       1      36      27      26 
         67       1      31      27      36 
         68       1      21      27      31 
         69       1      33      34      26 
         70       1      44      34      33 
         71       1      36      34      44 
         72       1      26      34      36 
         73       1      46      42      33 
         74       1      53      42      46 
         75       1      44      42      53 
         76       1      33      42      44 
         77       1      57      55      46 
         78       1      59      55      57 
         79       1      53      55      59 
         80       1      46      55      53 
         81       1      31      39      29 
         82       1      47      39      31 
         83       1      45      39      47 
         84       1      29      39      45 
         85       1      36      40      31 
         86       1      51      40      36 
         87       1      47      40      51 
         88       1      31      40      47 
         89       1      44      49      36 
         90       1      56      49      44 
         91       1      51      49      56 
         92       1      36      49      51 
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         93       1      53      54      44 
         94       1      60      54      53 
         95       1      56      54      60 
         96       1      44      54      56 
         97       1      59      58      53 
         98       1      61      58      59 
         99       1      60      58      61 
        100       1      53      58      60 
 
NODE_COORDINATES      61   CARTESIAN 
        1         0.00000         0.00000 
        2         0.05000         0.05000 
        3         0.00000         0.10000 
        4         0.10000         0.00000 
        5         0.10000         0.10000 
        6         0.05000         0.15000 
        7         0.15000         0.05000 
        8         0.00000         0.20000 
        9         0.20000         0.00000 
       10         0.15000         0.15000 
       11         0.20000         0.10000 
       12         0.10000         0.20000 
       13         0.05000         0.25000 
       14         0.25000         0.05000 
       15         0.20000         0.20000 
       16         0.25000         0.15000 
       17         0.15000         0.25000 
       18         0.00000         0.30000 
       19         0.30000         0.00000 
       20         0.30000         0.10000 
       21         0.10000         0.30000 
       22         0.25000         0.25000 
       23         0.05000         0.35000 
       24         0.35000         0.05000 
       25         0.30000         0.20000 
       26         0.20000         0.30000 
       27         0.15000         0.35000 
       28         0.35000         0.15000 
       29         0.00000         0.40000 
       30         0.40000         0.00000 
       31         0.10000         0.40000 
       32         0.40000         0.10000 
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       33         0.30000         0.30000 
       34         0.25000         0.35000 
       35         0.35000         0.25000 
       36         0.20000         0.40000 
       37         0.40000         0.20000 
       38         0.45000         0.05000 
       39         0.05000         0.45000 
       40         0.15000         0.45000 
       41         0.45000         0.15000 
       42         0.35000         0.35000 
       43         0.50000         0.00000 
       44         0.30000         0.40000 
       45         0.00000         0.50000 
       46         0.40000         0.30000 
       47         0.10000         0.50000 
       48         0.50000         0.10000 
       49         0.25000         0.45000 
       50         0.45000         0.25000 
       51         0.20000         0.50000 
       52         0.50000         0.20000 
       53         0.40000         0.40000 
       54         0.35000         0.45000 
       55         0.45000         0.35000 
       56         0.30000         0.50000 
       57         0.50000         0.30000 
       58         0.45000         0.45000 
       59         0.50000         0.40000 
       60         0.40000         0.50000 
       61         0.50000         0.50000 
 
NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS      12 
    1 11  0.000000 0.000000 0.0 
    3 11  0.000000 0.000000 0.0 
    8 11  0.000000 0.000000 0.0 
   18 11  0.000000 0.000000 0.0 
   29 11  0.000000 0.000000 0.0 
   43 11  0.000000 0.000100 0.0 
   45 11  0.000000 0.000000 0.0 
   48 11  0.000000 0.000100 0.0 
   52 11  0.000000 0.000100 0.0 
   57 11  0.000000 0.000100 0.0 
   59 11  0.000000 0.000100 0.0 
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   61 11  0.000000 0.000100 0.0 
 
LOADINGS  0 
 
INCREMENTS 70 
   0.040 1e-03 25 1 1 0 1 0 6 10.0e-00 0.5e-00 
 
CURVES 1  
57 2 18 4 0 0 
A.5. Comparación con datos experimentales.  Ensayo de 
tracción uniaxial 
NOMBRE: CUADROZIAD.DAT 
 
TITLE 
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD 
ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS) 
LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN) 
 
SOLUTION_ALGORITHM -2 (NEWTON_TANG_STIF) 
 
ARC_LENGTH_PREDICTOR_OPTION SECANT_PATH 
 
ELEMENT_GROUPS 1 
1 1 1 
 
ELEMENT_TYPES 1 
1 QUAD_4 
4 GP 
 
MATERIALS 1 
1 CONCRETE_DAMAGE 
0 
31000 0.2 
3 
-0.5 3.5 
1.000 1.1 
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8 
 
THICKNESS UNIFORM 
1 
 
ELEMENTS       1 
          1       1       1       2       3       4 
 
NODE_COORDINATES       4   CARTESIAN 
        1         0.00000         0.00000 
        2         82.600000        0.00000 
        3        82.60000         82.60000 
        4        0.00000        82.60000 
 
NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS       3 
    1 11  0.000000 0.000000 0.0 
    2 01  0.000000 0.000000 0.0 
    4 10  0.000000 0.000000 0.0 
 
LOADINGS  POINT 
POINT_LOADS       2 
    3 0.000000 100.000000 
    4 0.000000 100.000000 
 
INCREMENTS 100 
   0.10 1e-03 25 1 0 0 1 0 5 100.0e-00 0.60e-00 
 
CURVES 1  
3 2 2 4 0 0 
A.6. Comparación con datos experimentales.  Ensayo de 
compresión uniaxial 
NOMBRE: CUADROZIAD.DAT 
 
TITLE 
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD 
ANALYSIS_TYPE 1 (PLANE STRESS) 
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LARGE_STRAIN_FORMULATION OFF (SMALL STRAIN) 
 
SOLUTION_ALGORITHM -2 (NEWTON_TANG_STIF) 
 
ARC_LENGTH_PREDICTOR_OPTION SECANT_PATH 
 
ELEMENT_GROUPS 1 
1 1 1 
 
ELEMENT_TYPES 1 
1 QUAD_4 
4 GP 
 
MATERIALS 1 
1 CONCRETE_DAMAGE 
0 
31000 0.2 
3 
-0.5 3.5 
1.000 -0.3 
8 
 
THICKNESS UNIFORM 
1 
 
ELEMENTS       1 
          1       1       1       2       3       4 
 
NODE_COORDINATES       4   CARTESIAN 
        1         0.00000         0.00000 
        2         82.600000        0.00000 
        3        82.60000         82.60000 
        4        0.00000        82.60000 
 
NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS       3 
    1 11  0.000000 0.000000 0.0 
    2 01  0.000000 0.000000 0.0 
    4 10  0.000000 0.000000 0.0 
 
LOADINGS  POINT 
 
POINT_LOADS       2 
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    3 0.000000 -100.000000 
    4 0.000000 -100.000000 
 
INCREMENTS 50 
   1.50 1e-03 25 1 0 0 1 0 5 100.0e-00 0.60e-00 
 
CURVES 1  
3 2 2 4 0 0 
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En este trabajo se implementa y valida una formulación
bidimensional de un modelo constitutivo de daño isótropo con
tracción y compresión diferenciada para el concreto simple.
La respuesta no lineal de los sólidos es una manifestación física
macroscópica de cambios irreversibles en la microestructura. La
mecánica de daño continuo es una herramienta para analizar los
efectos del deterioro del material sometido a acción mecánica o
térmica. En el caso del concreto, donde el fisuramiento es un
fenómeno dominante de su comportamiento, se puede representar
mediante un modelo de daño de tracción y compresión diferenciado
(Oliver, Cervera et al. 1990) capaz de constituir datos muy
aproximados a la realidad.
Dicho modelo ha sido implementado en esta investigación en un
programa de elementos finitos con análisis bidimensional
considerando la no linealidad del material. Este modelo puede
representar diferentes estados de esfuerzos en el concreto simple
como tensión-­tensión, compresión-­compresión y tensión-­
compresión.
Los resultados de la simulación numérica se compararon con datos
de ensayos experimentales documentados y con datos analíticos. La
reciprocidad obtenida entre los resultados obtenidos con el modelo y
los experimentales se considera satisfactoria.
